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Chapter 1

Einleitung (1h)

1.1 Bedeutung der Elektrodynamik

Warum beschaftigen wir uns mit der Elektrodynamik? Dazu gibt es eine ganze Reihe von Griinden.

e Die Elektrodynamik ist eine der fundamentalen Wechselwirkungen in der Natur, und damit ein
Beispiel fiir die Beschreibung der anderen fundamentalen Wechselwirkungen.

Betrachten wir die elementaren Wechselwirkungen.

— Gravitation: Die Gravitationskraft wirkt zwischen zwei Massen. Sie bestimmt weitgehend
unsere makroskopische Welt. Sie ist dafiir verantwortlich, dass sich die Erde um die Sonne
dreht, dafiir, dass die Erde zusammenhilt und, dafiir dass wir nicht, aufgrund der aus
der Erdrotation resultierenden Zentrifugalkraft, ungewollt einen Raumflug antreten. Die
Gravitationskraft kann nur anziehend wirken.

— Elektrodynamik: Sie ist die stirkste Kraft fiir Phianomene zwischen 107'* — 107% m.
Die elektrische Kraft halt Atomkerne und Elektronen in den Atomen zusammen und ist
damit fiir den Aufbau von Materialien verantwortlich. Die magnetische Wechselwirkung
kennen wir vom Magneten bzw. der Kompassnadel. Die elektrische Wechselwirkung
ist die starkste langreichweitige Kraft. Dennoch ist sie in unserer makroskopischen Welt
kaum wahrnehmbar. Das liegt daran, dass sie sowohl anziehend, wie auch abstolend
wirken kann. Wird die elektrische Kraft zu grols, konnen Ladungen die fehlende Balance
positiver und negativer Ladungen in Form eines Blitzes ausgleichen. Deshalb sind die meis-
ten makroskopischen Korper beinahe ladungsneutral, sodass zwischen lhnen nur geringe
elektromagnetische Krafte wirken.

— Die starke Kraft halt Protonen und Neutronen zusammen, die wiederum aus Quarks
bestehen. Sie ist nur auf ganz kleinen Dimensionen, d.h. nur innerhalb des Atomkerns
bemerkbar. Die starke Kraft ist wiederum eine Folge der Farbkraft zwischen den Quarks,
aus welchen Protonen und Neutronen aufgebaut sind.

— Die schwache Kraft ist mit einer Reichweite von nur 10718 m sehr kurzreichweitig. Die
Reichweite entspricht nur etwa einem Tausendstel des Protonendurchmessers. Aufgrund
der schwachen Kraft kdnnen ein Proton und ein Elektron ein Neutron bilden. Dies ist die
Voraussetzung fir die Erzeugung von Helium aus Wasserstoff, die Fusionsreaktion, welche
die Sonne am Brennen hilt. Die schwache Kraft ist auch fiir die Erzeugung als auch fiir
den radioaktiven Zerfall von schweren Atomkernen verantwortlich.

e Anhand der elektrischen Wechselwirkung lernen wir mit Feldern umzugehen. Felder spielen
auch in vielen anderen Bereichen der Physik eine wichtige Rolle:

— Wahrscheinlichkeitsverteilungen (Statistische Mechanik),

11



12 1 EINLEITUNG (1H)

— Wahrscheinlichkeitsamplituden (Quantenmechanik),
— Verzerrungsfelder (Elastizitatstheorie),

— Meteorologie (Druck, Temperatur, Feuchtigkeit, Windfelder etc.)

e Die elektrische Wechselwirkung ist die wichtigste Wechselwirkung in der Materialforschung.
Materialeigenschaften resultieren aus der elektrostatischen Wechselwirkung von Elektronen und
Atomkernen. Die elektrische Wechselwirkung ist die starkste Wechselwirkung auf der atomaren
Langenskala.

e Die Elektrodynamik ist die Grundlage der Elektronik und damit auch der modernen Informa-
tionstechnologie. In der Elektronik steuert man den Fluss von elektrischen Ladungen.

e Die Elektrodynamik ist die Grundlage der Optik. Licht sind freie elektrodynamische Wellen.
Radiowellen, Warmestrahlung und Rontgenstrahlung sind Varianten von Licht, die sich vo sicht-
barem Licht nur in der Wellenlange unterscheiden.

e Die Elektrodynamik ist unsere erste quantenmechanische Theorie. Die Quantenmechanik, wie
sie durch die Schrodinger-Gleichung beschrieben wird, ist eine klassische Feldtheorie und steht
damit auf derselben Stufe wie die Maxwellgleichungen der Elektrodynamik. Die “Teilchen”,
die von den Maxwellgleichungen beschrieben werden, sind die Photonen, also Lichtteilchen.
Die Teilcheneigenschaft wird erst in der Quantenfeldtheorie sichtbar, eine quantenmechanische
Erweiterung der klassischen Feldtheorien.

e Ein durchgangiges Ziel der Physik ist es, alle Wechselwirkungen zu vereinheitlichen, also durch
eine einzige Formel zu beschreiben. Das historisch erste Beispiel der Vereinheitlichung von zwei
fundamentalen Wechselwirkungen war die Elektrodynamik, bei der Elektrizitat und Magnetismus
innerhalb einer Theorie beschrieben werden.

e Die Elektrodynamik bildet das Vorbild fiir die Beschreibung von Elementarteilchen. Die Quan-
tenelektrodynamik war die erste konsistente Theorie von Teilchen und Feldern.

e Die Elektrodynamik war der Ursprung der Einsteins Relativitatstheorie. Die Maxwellgleichun-
gen, die empirisch gefunden wurden, widersprechen der nichtrelativistischen Vorstellung von
Raum und Zeit. Ein Resultat ist, dass sich Licht in allen Bezugssystemensystemen mit dersel-
ben Geschwindigkeit ausbreitet. Einstein lbertrug die resultierenden Eigenschaften von elek-
trodynamischen auf mechanische Systeme.

1.2 Aufbau einer Physikalischen Theorie

e Observable: Eine Observable ist eine messbare GroBe. Nicht beobachtbare Hilfsgroken der
Theorie sind keine Observablen.

e Zustand: In einem Zustand haben alle beobachtbaren Grolen einen festen Wert. Die Werte
elektrischen und magnetischen Felder in jedem Ort bestimmen den Zustand des elektrodynamis-
chen Feldes.

e System:: Gesamtheit der erlaubten Zustande, z.B. das elektrodynamische Feld mit all seinen
moglichen Zustanden.

e Bewegungsgleichungen: Bestimmen die zeitliche Entwicklung der Zustande, z.B. die Maxwell-
gleichungen.

Eine Theorie muss ein Vorschrift enthalten, um aus einem Zustand die Werte messbarer GroRen
zu extrahieren, bzw. einen Zustand aus einer Anzahl von obserablen zu konstruieren.

Eine Theorie muss die zeitliche Entwicklung des Zustandes in die Zukunft vorhersagen.
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1.3 Die Rolle der Mathematik in der Physik

In der Physik wird die Mathematik als Sprache verwendet. Es ist eine Sprache die fiir bestimmte
Aspekte extrem exakt ist, auf der anderen Seite bestimmte Tatsachen nicht fassen kann. Streng
genommen sagt die Mathematik aus sich selbst heraus nichts aus, da sie nur mit Symbolen und nicht
mit Inhalten umgeht. So kann uns die Mathematik nicht sagen, wann morgen die Sonne aufgeht.
Diese Mathematik ist aber extrem nitzlich, um bestimmte Dinge auszudriicken, und aus bekan-
nten Tatsachen andere herzuleiten. Kennen wir die Bewegungsgleichungen der Planeten und deren
Deutung, so liefert und das, zusammen mit der Mathematik, sehr wohl die Zeit des Sonnenaufgangs.

Der Ubergang von der Realitit zur Mathematik ist die Domaine der Physik. Es werden Tat-
sachen in der Realitat gesucht und diese in eine mathematische Sprache iibersetzt. Wir nennen das
eine Theorie. Zum Beispiel sind eine Reihe von Beobachtungen in den Maxwellgleichungen abge-
bildet. Viele dieser Beobachtungen haben sich als redundant herausgestellt, sodass wir mit etwa
5 Gleichungen auskommen, die als Postulate in einen mathematische Formalismus eingehen. Der
Formalismus erlaubt es, neue Aussagen zu formulieren, die experimentell liberpriift werden konnen.
Dadurch konnen auch die Postulate experimentell iiberpriift werden. Wenn wir den Postulaten hinre-
ichend trauen, konnen wir die daraus folgenden Aussagen nutzbringend, zum Beispiel zum Bau einer
Maschine, einsetzen. Letzteres ware die Rolle der Ingenieure.

Die Berufsbilder sind hier absichtlich als Karikatur liberspitzt dargestellt worden. In der Praxis sind
die Grenzen der Fachgebiete flieBend und eher mit der Art der Problemstellungen und der Arbeitsweise
verbunden.

Zurilick zur Mathematik. Wahrend in der Mathematik sehr viel Wert auf eine exakte Sprachweise
gelegt wird, ware dies fiir die alltdglichen Probleme der Physik zu umstandlich. Will man etwas
beliebig genau ausdriicken, so bendtigt man daflir auch beliebig viel Zeit. Es hat sich in der Physik
deshalb eine Art "“Mathematische Umgangssprache” entwickelt. Dies ist ahnlich zur Ausbildung eines
Fachjargons in der natiirlichen Sprache. Um eine Aussage zu verstehen, muss man daher den Kontext
der Aussage kennen. Als Beispiel wird im Allgemeinen der Vektorpfeil weggelassen, weil es sehr viel
Zeit beanspruchen kann diese jedesmal zu zeichnen. Weil man aber, welche GroBe man mit r
bezeichnet, zum Beispiel die Position eines Teilchens, dann weils man auch, dass r in diesem Fall ein
dreidimensionaler Vektor, d.h. r = F, ist.

Jeder von lhnen wird sich voraussichtlich einen personlichen Dialekt bilden. Dieser wird ein Kom-
promiss aus eigenen Vorlieben sein, die mit der Art des eigenen Denkens zusammenhangt, und der
Anlehnung an den allgemeinen Sprachgebrauch, damit man auch kommunizieren kann.

1.4 Literatur

Fir die Elektrodynamik ist das Buch von Jackson[1] die “Bibel”. Das Buch von Jackson ist sehr um-
fassend und ausf iihrlich geschrieben. Ein grosser Vortell ist, dass in den neueren Auflagen zumindest
im ersten Teil das international anerkannte S| Einheitensystem verwendet wird.

Als begleitendes Buch und fiir die Priifungsvorbereitung kann ich das Buch von Wachter und
Hoeber “Repetitorium Theoretische Physik” sehr empfehlen. Es deckt nicht nur die Elektrodynamik
sondern den gesamten Stoff von der Klassichen Mechanik bis zur Statistischen Physik in einem kleinen
Buch ab. Obwohl ich von der Stoffauswahl gerinfiigig abweiche, enthalt es den gesamten Stoff der
fiir eine Abschlusspriifung in Theoretischer Physik notwendig ist.

Weitere Lehrbiicher sind der Nolting[2] und der Fliessbach[3].
Diese Auswahl ist bei weitem nicht umfassend.
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Chapter 2

Ladungen, Strome und deren
Dichten (2h)

Die Elektrodynamik beschaftigt sich mit einer Eigenschaft von Teilchen,
namlich der Ladung. Diese Eigenschaft fiihrt dazu, dass diese Teilchen
Krafte aufeinander ausiiben. Die Elektrodynamik ist die Theorie dieser
Wechselwirkung.

Bevor wir uns den Wechselwirkungen zuwenden, suchen wir zunachst
eine Beschreibung der Ladungen und lhrer Strome.

2.1 Ladungen und Ladungsdichten

Abb. 2.1: Gustav R. Kirch-
hoff, 1824-1887

Einem Teilchen konnen wir eine Ladung zuordnen. Die Ladung kann
positive oder negative Werte annehmen. Die Einheit fiir die Ladung
ist das Coulomb! mit dem Symbol C. Das Coulomb 1 C=1 As ist von
den Grundeinheiten des Sl Einheitensystems, dem Ampere A und der Sekunde s abgeleitet. Das
Ampere ist die Einheit der Stromstarke. Obwohl wir die Ladung durch eine beliebige reelle Zahl
darstellen, nimmt sie in der Realitdt nur diskrete Werte an. Die Ladung ist also ein Vielfaches der
Elementarladung e ~ 1.6 x 1071 As. Die Ladung eines Elektrons ist dem Betrag nach gerade eine
Einheitsladung g = —e. 2 Ein Coulomb entspricht also, abgesehen vom Vorzeichen, der Ladung von
etwa 10'° Elektronen.

Zunachst stellen wir den Zusammenhang zwischen Punktladungen und ihrer Ladungsdichte her.
Dazu betrachten wir einen Schwarm von Punktteilchen mit den Ladungen g, an den Positionen 7;,(t).
Die Ladungsdichte an einem Punkt 7 zur Zeit t ist dann durch den folgenden Ausdruck definiert.

1Editor: Hier etwas biographisches von Coulomb.

2Jedoch tragen die Quarks, die Bausteine der Protonen, auch Ladungen q = +1 oder q = +2. Diese kommen
allerdings nie frei vor, sondern nur derart kombiniert, das die Gesamtladung einem Vielfachen der Elementarladung
entspricht.

15
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Definition 2.1 LADUNGSDICHTE
Die Ladungsdichte ist die Ladung pro Volumen

1
r,t) = lim — 2.1
pr=lim gt 2 (21)
Fn(t)eQ’c
Dabei ist S, eine am Ort F zentrierte Kugel mit Radius rc und dem Volumen || = *Er2. Die

Summe erstreckt sich liber alle Punktladungen mit Ladung g, und Position ,(t), die sich in der

Kugel befinden.
Die Ladung in einem beliebigen Bereich 0 ist das Integral der Ladungsdichte iiber diesen Bereich.

QQ(t):/Qd3/’ p(F, t) (2.2)

Der Ausdruck Gl. 2.1 bestimmt eine Folge von Kugeln mit rim Zentrum und einem Radius rc.
Fiir jede dieser Kugeln wird die Gesamtladung Qq,_ aller darin enthaltenen Teilchen bestimmt und
durch das Volumen |2,.| der Kugel dividiert. Ziehen wir die Kugel jetzt um den Punkt 7 zusammen,
dann wird aus dem Grenzwert die Ladungsdichte p(7, t). Die Ladungsdichte ist also die Ladung pro
Volumen an einem gegeben Punkt im Raum.

Die Ladungsdichte eines Schwarms von Punktteilchens lasst sich mit Hilfe der Deltafunktion in
geschlossener Form darstellen

LADUNGSDICHTE VON PUNKTLADUNGEN

p(F. 1) = qnd (F— Fa(t)) (2.3)

Die mehrdimensionale Deltafunktion ist durch die Gleichung

f(7) = /d3r’f(r7)6(F— r)

die fiir beliebige stetige Funktionen f(F) erfillt sein muss, eindeutig definiert. In einem Integral pickt
sie gerade den Wert des Integranden heraus, bei dem ihr Argument verschwindet. Die Deltafunktion
ist im eigentlichen Sinne keine Funktion, sondern eine Distribution.3

Eine Funktion ist durch seine Funktionswerte eindeutig definiert. Bei der Deltafunktion gilt das
nicht mehr. Die Werte der Deltafunktion verschwinden iberall, auBer am Ursprung. Am Ursprung
ist der Funktionswert unendlich. Allerdings ist nicht jede Funktion mit diesen Funktionswerten die
Deltafunktion, sondern nur solche, welche die obige Integralbeziehung erfiillen.

Wir konnen nun iiberpriifen, ob Gl. 2.2 fiir eine Ladungsdiche von Punktladungen Gl. 2.3 erfiillt

3Die Distributionentheorie ist eine Sparte der Mathematik, welche sich mit solchen Erweiterungen des Funktionen-
raums beschéaftigen. Um eine Ableitung fiir Funktionen mit Sprungstellen zu definieren fiihrte Paul Dirac (1902-1984)
in seiner Arbeit “The Physical Interpretation of Quantum Dynamics”[? ] die Deltafunktion ein, die erste Distribution.
Hier ein Zitat fiir eine mathematische Einfiihrung in die Distrbutionentheorie[4].
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ist.

[ r a0 92 [ e Y= ico)
p(F.t)
= Yo [ Pror-n() =a .

=1fiir 7,(t) € Q und O sonst

Betrachtet man nur Punktladungen, erscheint es unnétig umstandlich, das System durch Ladungs-
dichten zu beschreiben. In vielen Fallen kennt man allerdings die Positionen nicht genau, sondern
nur die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass die Punktladungen an bestimmten Positionen sind. Wir
bezeichnen einen Satz von Positionen 7, o, mit einem Index a. Jede Punktladungsverteilung tritt mit
einer Wahrscheinlichkeit P, auf, wobei die Summe der Warscheinlichkeiten gerade eins ergeben, d.h.
> o P~ = 1. Dann erhalten wir als Mittelwert der Ladungsdichte

p(r) = ZPapa(F) = ZPaZQné(F_ Mha)

Pa(r)

Betrachten wir viele Konfigurationen o oder wie in den meisten praktischen Fallen eine kontinuier-
liche Schar von Verteilungen, dann sieht man sofort ein, dass die kontinuierliche Ladungsdichte das
Gesamtproblem deutlich einfacher beschreibt als die Vielzahl moglicher Konfigurationen.

In der Quantenmechanik tritt das Problem noch deutlicher zum Vorschein, da wir dann nur die
kontinuierlichen Wellenfunktion kennen, deren Betragsquadrat die Ladungsdichte p(F) = qW*(F)W(7)
beschreibt.

2.2 Strom und Stromdichten

Definition 2.2 STROM
Der Strom

I = lim —
At—0 At

von Ladungen ist als die Ladung AQ definiert, welche eine gegebene Flache pro Zeiteinheit At passiert.

Betrachten wir zunachst einen Schwarm von Punktteilchen mit der Ladungsdichte p und der
Geschwindigkeit V. Der Einfachheit halber werden Ladungdichte und Geschwindigkeit zunachst als
raumlich konstant angenommen. Die Ladungen flieBen durch eine Flache A. Fiir ein gegebenes Zeit-
intervall At gibt es eine Schicht der Dicke iVAt, welche ein Flachenelement der Flache A erreichen.
Dabei ist 7 die Flachennormale. AV ist also gerade die Komponente der Geschwindigkeit, welche di-
rekt auf die Flache hinzeigt. In einem Zeitintervall At werden alle Teilchen mit einem Abstand kleiner
als AVAt die Flache erreichen. Die Ladung AQ der Teilchen, welche die Flache A im Zeitintervall
passieren, ist also AQ = pAnVAt. Es st iiblich, die Flache und den Normalenvektor in eine gerichtete

GroRe EjéfAﬁ zusammenzufassen.
Damit erhalten wir den Strom durch das Flichenelement A
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Vet

%\
AN

dV=dA v dt

Abb. 2.2: Die Anzahl der Teilchen, die in einem Zeitintervall dt das Volumen €2 durch das Ober-
flachenelement dA verlassen, ist gleich der Dichte auf der Oberflache multipliziert mit dem Volumen
dV = dAnvdt. Dabei ist i der Normalenvektor auf der Oberflache und v ist die Geschwindigkeit der
Teilchen auf der Oberflache. Alle Teilchen, die im Intervall dt durch die Oberflachenelement geflossen
sind, liegen im Volumen dV. Durch Integration iiber die Oberflache 62 des Volumens Q2 erhalten wir
die Gesamtzahl dN = §, dA pvdt der Teilchen, die das Volumen im Zeitintervall verlassen. Dabei

ist dA = dAfi. Wir erhalten also N = $s dA pVdt

Verallgemeinern wir das Resultat auf gekriimmte Flachen, sowie auf raumlich und zeitlich verander-
liche Ladungsdichten und Geschwindigkeitsfelder, dann erhalten wir den Strom als

/(r):/Adﬁp(ﬁr)V(z t) (2.5)

Die Integration erstreckt sich also iiber die Flache, die wir auch mit A bezeichnen.

Der Strom ist auf eine gewisse Weise eine gerichtete GroBe. Je nachdem, in welche Richtung die
Ladungen durch die Flache flieBen, dndert der Strom sein Vorzeichen. Dennoch ist der Strom eine
Art Skalar und kein Vektor. Man nennt eine solche GroRe, die unter Punktspiegelung sein Vorzeichen
wechselt, einen Pseudoskalar.

Definition 2.3 PSEUDOSKALAR UND PSEUDOVEKTOR/5, 6]
Ein reguldrer Skalar ist eine einkomponentige Gréle, die unter Drehungen und Spiegelungen un-

verandert bleibt.

Ein Pseudoskalar ist eine einkomponentige Grole, die unter Punktspiegelung ihr Vorzeichen wechselt.
Ein Beispiel fiir einen Pseudoskalar ist das Spatprodukt &(b x &) von drei Vektoren &, b, ).

Ein regularer Vektor wird polarer Vektor genannt.

Ein Pseudovektor, auch axialer Vektor genannt, ist eine vektorielle GroBe, die unter Punktspiegelung
unverandert bleibt und sich unter Drehungen wie ein regulédrer (polarer) Vektor verhalt. Das Kreuzpro-
dukt 3 x b von zwei polaren Vektoren ist ein Pseudovektor.

In drei Dimensionen kann jede Spiegelung durch eine Punktspiegelung und eine anschlieBende Drehung
dargestellt werden. Das bedeutet dass die Pseudoskalare und Pseudovektoren sich zundchst wie
reguldare Skalare und Vektoren transformieren, aber bei jeder Spiegelung zusatzlich ihr Vorzeichen
andern. Die Verallgemeinerung auf Raume mit geraden Dimensionen ist nicht klar.

Es gibt auch einkomponentige GréBen die weder Skalare noch Pseudoskalare sind und mehrkompo-
nentige Grolen die weder Vektoren noch Pseudovektoren sind.

Als nachstes werden wir eine Stromdichte f(F, t) einzufiihren:
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Definition 2.4 STROMDICHTE
Die Stromdichte ist Ladungsdichte mal Geschwindigkeit. Die Stromdichte einer Schar von Punkt-

ladungen ist

1 .
t)=1I rn(t 2.
Jrt) = lim o Z Gnrn(t) (2.6)
n(t)EQ,
Dabei ist Q,. eine am Ort ¥ zentrierte Kugel mit Radius r. und dem Volumen |Q,.| = %”rf. Die

Summe erstreckt sich lber alle Punktladungen mit Ladung q, und Position r,(t), die sich in der

Kugel befinden.
Der Strom 14(t), der durch eine Flache A flielt, ist das Integral der Stomdichte (iber die Flache

Ia(t) = /A dA j(7, t) (2.7)

Diese Definition ist analog zur Definition der Ladungsdichte GIl. 2.1. In dieser Definition, Gl. 2.7,
bendtigen wir jedoch kein Geschwindigkeitsfeld mehr, sondern jedes Teilchen kann seine eigene

Geschwindigkeit v,(t) besitzen.*

Stromdichte von Punktladungen

Betrachten wir nun die Stromdichte einer Schar von Punktladungen, dann erhalten wir die Stromdichte

als

STROMDICHTE VON PUNKTLADUNGEN

Sind die Geschwindigkeiten der Teilchen durch ein Geschwindigkeitsfeld V(7, t) gegeben, sodass
V,(t) = V(Fn(t), t), dann erhalten wir aus der obigen Definition, Gl. 2.8, die Stromdichte als

J(7.t) = p(F, t)7(F, t) (2.9)

Durch Vergleich von Gl. 2.5 und Gl. 2.9 erhalten wir den Strom aus der Stromdichte:

Definition 2.5 STROM
Der elektrische Strom ist die Ladung, welche pro Zeiteinheit durch eine Flache A flielst.

I(t) :/Adﬁ]‘(rﬁ ) (2.10)

Beachte, dass der Strom selber kein Vektor ist, aber je nach Wahl der Richtung der Flachennormale
sein Vorzeichen andern kann.

Stromdichte eines Drahtes

Um den Strom in einem Draht zu bestimmen, wahlen wir eine Flache, durch welche der Draht
hindurchsticht. Mit der obigen Formel Gl. 2.5 und GI. 2.10 erhalten wir den Strom, der durch den

4Das Geschwindigkeitsfeld war eine Einschrinkung, da sich dabei die Bahnen von zwei Teilchen nicht kreuzen

konnen.
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Draht flieRt, als Ladungsdichte mal Geschwindigkeit mal Querschnittsfliche.®

In der Praxis kiimmern wir uns haufig nicht um die genaue Form eines Drahtes, sondern betrachten
ihn als Linie, also als infinitesimal diinn. Was ist die Stromdichte eines solchen Drahtes? Hier helfen
uns wieder die Deltafunktionen, die es erlauben, eine Linie darzustellen. Der Leser sei hier auf den
Mathematischen Anhang D.1 verwiesen.

Yi s+ds
s 4 S

oY

<Y

Abb. 2.3: Bahnkurve. Die Bahnkurve r(s) ist die Abbildung eines eindimensionalen Intervalls [s;, s¢]
auf den mehrdimensionalen Raum. Ein infinitesimales Bahnelement d7 ist der Vektor F(s + ds) —
F(s) = %(Ss)ds fur ds — 0. Beachte dass die s-Achse keine Position im x —y Diagramm hat sondern
nur aus Platzgriinden in das Achsensystem eingezeichnet wurde.

Wir wollen einem Draht, der von einem zeitunabhangigen Strom durchflossen wird, eine Stromdichte
zuordnen. Dazu stellen wir uns vor, dass geladende Teilchen mit der Ladung g, = qo in regelmaBkigen
Zeitabstanden At eine vorgegebene Bahn 75(t) durchlaufen. Siehe dazu Abb. 2.4 auf S. 21. Im Gren-
zfall At — 0 beschreiben wir gerade einen Draht, der den Strom | = qo/At tragt. (Pro Zeitintervall
At flieBt gerade eine Ladung gg durch eine beliebige Ebene, die vom Draht einmal durchstochen
wird.) Die Bahn des n-ten Teilchens ist 7,(t) = & (t + nAt).° Die Stromdichte erhalten wir gemiB
Gl. 2.8 als

(7. t) ST 6(F— Fat)) qura(t)

do =
— t At
At ro( “+n )
~~

!

> At §(F - R(t + nAt))
At—0

= //dt’ S(F—FRy(t+ 1) Fo(t +t)

ettt //C/t” 8(F — (")) Fo(t”)

Damit haben wir einen Ausdruck fiir die Stromdichte eines Drahtes.

5Beachte aber, dass nicht alle Ladungen in einem Draht zum Strom beitragen: Die Atomkerne sitzen auf festen
Gitterpositionen und die meisten Elektronen sind fest an die Atomkerne gebunden und daher nicht sehr beweglich.
6Betrachte r,;1(t) = ry(t + At) Daraus ergibt sich rekursiv der verwendete Ausdruck.
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STROMDICHTE EINES DRAHTES

Fir einen Draht, der durch die Linie r7(s) beschrieben wird, und der von einem konstanten Strom /
durchflossen wird, ist die Stromdichte

HGER /de 5(F—ri(s)) = //ds %5@2 r(s)) (2.11)

Das erste Linienintegral ist also gerade durch den zweiten Ausdruck definiert. {r’(s)} beschreibt die
eindimensionale Schar der Punkte auf dem Draht, wobei s ein kontinuierlicher eindimensionaler Pa-

rameter ist.

T

Abb. 2.4: Stromdurchflossener Draht als Reihe flieBender Punktladungen

2.3 Ladungserhaltung

Wir wollen uns nun die Ladungserhaltung ansehen. Der Ladungserhaltungssatz ist der Prototyp aller
Erhaltungssatze, die eine ganz wichtige Rolle in der Elektrodynamik, wie in fast allen Theorien, bilden.

Betrachten wir die Gesamtladung @ in einem Bereich Q. Sie ist die Summe aller Ladungen,
welche in dem Bereich enthalten sind. Wenn keine Ladungen erzeugt oder vernichtet werden konnen,
dann dndert sich die Gesamtladung im Bereich Q2 genau dann, wenn Ladungen durch die Oberflache
0f2 in den Bereich eindringen, oder den Bereich verlassen. Damit erhalten wir die Integrale Form

des Ladungserhaltungssatzes
INTEGRALER LADUNGSERHALTUNGSSATZ

da(t) (2.12)

+ lag =0

dt

Dabei ist /s der Strom, der durch die Oberflache aus dem Bereich herausflielt. Ladungen, die in
den Bereich eindringen, tragen entsprechend lhrer Geschwindigkeit mit umgekehrten Vorzeichen bei.
Der integrale Ladungserhaltungssatz kann in den differentiellen Ladungserhaltungssatz iiberfiihrt

werden. Zunachst betrachten wir die einzelnen Anteile des integralen Ladungserhaltungssatzes
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Gl. 2.12 getrennt.

dQ(t) _ 5 0p(7. 1)
dt _/er ot

lo = / dA j(F, t) 2 / d3r Vi(F, t)
Oq Q

Im letzten Schritt wurde das GaulR Theorem angewandt, das im Anhang D.2.4 beschrieben ist.

Wir erhalten daher
op(r, t -
/ &r (p(r ) 4 9 t)) —0
Q ot

Damit diese Gleichung fiir beliebige Bereiche Q gilt, muss nicht nur das Integral sondern auch der
Integrand an jedem Ort verschwinden. Das fiihrt auf den differentiellen Ladungserhaltungssatz

DIFFERENTIELLER LADUNGSERHALTUNGSSATZ

Bp(F.t)
pgt ) L SiF =0 (2.13)

Ein weiterer Beweis des Ladungserhaltungssatzes

Wir hatten den integralen Erhaltungssatz eingefiihrt, weil er uns intuitiv erscheint. Dieses intuitive
Gefiihl kann allerdings leicht tauschen. Deshalb mochte ich hier nochmals die eigentliche Grundlage
des Satzes darstellen.

Dazu betrachten wir nochmals Teilchen, die jeweils eine Ladung g, tragen und auf ihren Bah-
nen 7,(t) unterwegs sind. Die Erhaltung der Ladung folgt alleine aus der Annahme, dass sich die
Einzelladungen der Teilchen nicht mit der Zeit andern und Teilchen weder erzeugt oder vernichtet
werden konnnen. Aus dieser Annhme konnen wir den differentiellen Ladungserhaltungssatz fiir ein
System von Punktladungen ableiten. Dazu vergleichen wir die Ladungsdichten, Gl. 2.3 auf S. 16 ,
und Stromdichten, GI. 2.8 auf S. 19, von Punktladungen.

Nun vergleichen wir die entsprechenden Ausdriicke fiir die Strom und Ladungsdichten.
~ .\ Gl2 Lo S\ Ssi» o
Bup(F. 1) “Z7 N 00 (F = Tal(£)) = Y an (—7n) VO(F = 7alt))
n n

——

- _v an%n(t)é(F— /7;7(2?))] Glé'S —Vj(ﬁ t)

Dies ist nichts weiter wie der differentielle Ladungserhaltungssatz, aus dem widerrum der integrale
Erhaltungssatz abgeleitet werden kann.

Erhaltungssatze spielen eine besondere Rolle in der Physik, weil sie Voraussagen erlauben, die
beliebig weit in die Zukunft reichen. Aus diesem Grund bilden GroBen wie Energie und Impuls, die
Erhaltungsgroken sind, das Fundament der physikalischen Beschreibung von Naturphanomenen.

Kirchhoffsche Knotenregel

Als Anwendung des Ladungserhaltungssatzes stellen wir die Kirchhoffsche Knotenregel vor, welche
fiir die Analyse von Stromkreisen in der Elektronik sehr hilfreich ist. Die Kirchhoffsche Knoten-
regel beschreibt eine elektronische Schaltung, die als Netz von Drahten und elektronischen Bauteilen
beschrieben wird. Es sagt, dass an an einem Kreuzungspunkt mehrerer Drahte die Anzahl der auf
den Kreuzungspunkt zufliesenden Stome gleich der Anzahl der wegflieBenden Stome ist.
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Betrachten wir einen Knoten, also den Kreuzungspunkt verschiedener Drahte: Nun wahlen wir
einen Bereich Q2 aus, der den Knoten umschlielt. Durch die Oberfliche des Bereichs verlduft eine
Anzahl von N Drahten, wovon jeder den Strom [/, filhrt. Da sich die Stromdichte im Bereich nicht
andert, da die Dréhte keine Ladung aufnehmen konnen, gilt wegen der Ladungserhaltung ), /, =
$a dAj(r) = o Jo d®rp = 0. Dabei ist der Strom immer so definiert, dass ein austretender Strom
das positive Vorzeichen und ein eintretender Strom das negative Vorzeichen erhalt.

Abb. 2.5: Zur Kirchhoffschen Knotenregel.
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Chapter 3

Maxwellgleichungen und Lorentzkraft
(4h)

3.1 Die Grundgleichungen der Elektrodynamik

Die Elektrodynamik ist vollstandig durch drei Gleichungssysteme bes-
timmt.

1. die Maxwellgleichungen (Bewegungsgleichung fiir Felder),
2. die Zustandsgleichungen und
3. die Lorentzkraft (Bewegungsgleichung fiir Teilchen)

Diese Gleichungen dienen uns als Postulate auf denen wir die Elektrody-
namik aufbauen werden. Wir stellen sie zunachst kommentarlos zusam-
men, unter anderem, damit sie spater zum Nachschlagen dienen. Im
Anschluss werden wir diese Gleichungen einzeln diskutieren. In diesem
Kapitel soll zunachst anhand von einfachen Beispielen die physikalische Abb. 3.1:  James Clark
Bedeutung dieser Gleichungen vermittelt werden. Maxwell, 1831-1879

MAXWELLGLEICHUNGEN

Qie Maxwellgleichungen? bestimmen die elektrischen und magnetjschen Felder E(F’, t) und
B(F, t) bei gegebener Ladungsdichte p(7, t) und Stromdichteverteilung j(7, t).

VD =p GauRsches Gesetz (3.1)
VB =0 keine magnetischen Monpole (3.2)
V x E+08:B=0 Faradaysches Gesetz (3.3)
V xH—08,D=] Amperes Gesetz und (3.4)

Maxwellscher Verschiebungsstrom

aSchottischer Naturwissenschaftler James Clerk Maxwell 1831-1879.

25
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ZUSTANDSGLEICHUNGEN

Die elektrischen und magnetischen Erregupgen D und H sind iiber die Zustandsgleichungen mit
den elektrischen und magnetischen Feldern £ und B verkniipft.

—

(3.5)
B (3.6)

lwli
Il

€
1
n

I
Il

Die Zustandsgleichungen reduzieren damit die Anzahl der unabhangigen Felder in den Maxwellgle-

ichungen. Dabei sind € die Dielektrizitdtskonstante und u die Induktionskonstante. Im Vakuum
kg m

haben sie die Werte €y = 8.854 x 10*121(’;2—;43 und po = 4m x 1077 o

LORENTZKRAFT

Die Lorentzkraft beschreibt die Krafte, welche bei gegebenen elektrischen und magnetischen Feldern
auf geladene Teilchen wirken.

F = q(E(F) + V x B(F))
- / &*r (p(E(R) +](7) x B(#) (37)

Dabei beschreibt der erste Ausdruck die Kraft F auf ein Punktteilchen mit der Ladung g am Ort 7,
das sich mit der Geschwindigkeit vV bewegt. Die zweite Gleichung beschreibt die Kraft F auf eine
Ladungs- und Stromdichteverteilung.

3.2 Lorentz Kraft

Zunichst machen wir uns mit der Lorentzkraft!,Gl. 3.7, vertraut,
F =B +7(7) x B = [ &r (o) EM) + 70 x B(7)

welche die Wirkung der Felder auf die Bewegung von Teilchen beschreibt. Die Lorentzkraft ist damit
die Verkniipfung zwischen Elektrodynamik und der klassischen Mechanik.

Um ein erstes Gefiihl fiir die Wirkung der Felder auf Punktladungen zu erhalten, untersuchen wir
die Bewegung in homogenen Feldern.

3.2.1 Bewegung im homogenen elektrischen Feld

Wir betrachten hier als einfachstes Beispiel die Bewegung eines geladenen Teilchens im homogenen
elektrischen Feld. Das elektrische Feld ist also im Raum als auch zeitlich konstant. Ein homogenes
elektrisches Feld kann zum Beispiel in einem Plattenkondensator realisiert werden.

Die Bewegungsgleichung ist also
mr = qE (3.8)

Die Kraft qE ist konstant, weil ein homogenes elektrisches Feld nicht vom Ort abhangt. Daher ist
dieses Problem analog zum freien Fall.

INiederlindischer Physiker Hendrick Antoon Lorentz, 1853-1928. Nobelpreis 1902 fiir die mathematische Theorie
des Elektrons. Auch bekannt fiir die Lorentztransformationen und die Lorentz Kontraktion, welche die Grundlage der
Relativitatstheorie bilden.
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Abb. 3.2: Plattenkondensator

Im homogenen Feld kann die Differentialgleichung einfach durch Integration gelost werden.

.;_ g_‘
r= mE (3.9)
Lo d
F=r0)+ mEt (3.10)

F(t) = F(0) + F(O)t + %Eﬂ (3.11)

Die Bahnkurven sind also Parabeln. Positive Ladungen, d.h. g > 0 werden also in Richtung des
Feldes beschleunigt und negative Ladungen entgegen dem elektrischen Feld.

3.2.2 Bewegung im homogenen magnetischen Feld

Ein homogenes magnetisches Feld wird zum Beispiel in einer Spule realisiert. Eine Spule besteht aus
einem stromdurchflossenen Draht, der um einen Zylinder gewickelt ist.

mr =gqrx B

Der Einfachheit halber wahlen wir ein Koordinatensystem, bei dem die z-Achse parallel zum mag-
netischen Feld steht, sodass B = (0,0, B;). Damit vereinfachen sich die Bewegungsgleichungen
zu

mx = qyB, (3.12)
my = —qgxB, (3.13)
m% =0 (3.14)

Die letzte Gleichung,Gl. 3.14, sagt gerade, dass die Bewegung in Richtung des Magnetfeldes, also
in z-Richtung, durch das Magnetfeld nicht beeinflusst wird. Die ersten beiden Gleichungen, Gl. 3.12
und GI. 3.13, sind gekoppelt. Wir vereinfachen sie, indem wir zunachst die Losungen fir die
Geschwindigkeiten V(t) = 7(t) bestimmen. AnschlieBend erhalten wir die Pfade 7(t) aus V(t) durch
Integration.

vy = —Vv,B, A \'/y:—%vaZ

2
= V= %\}ysz . (%Bz) Vi

Die Bewegungsgleichung fiir v, entspricht also gerade der eines harmonischen Oszillators. Wir erhal-
ten also die Losung

vi(t) = acos(%th) + bsin(%th) (3.15)
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wobei die Koeffizienten a, b noch aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden miissen.
Zunachst bestimmen wir aber noch die zweite Geschwindigkeitskomponente v, aus Gl. 3.12.

. G312 g q -1,
Vy = —VvB; = vy = (—BZ) Vy
m m

—1
N (ﬁ BZ> (—aﬁ B,sin(1B,t)+ b8, cos(ﬁszt))
m m m m m

.. q q
= - —B,t)+b —B,t 1
asm(m )+ cos(m ) (3.16)
Die Koeffizienten a, b konnen durch die Anfangsbedingungen ausgedriickt werden.

q .. q

vi(t) = v (0) cos(EBZt) + v, (0) SIH(EBZQ
q .. q

v (t) = vy(O)cos(EBZt) — v (0) sm(Eth)

vz(t) = vz(0)
Die Absolutgeschwindigkeit der Bahn bleibt konstant. Der Betrag der Projektion ¥, der Geschwindigkeit
auf die Ebene senkrecht zum Magnetfeld ist
vi(t) =vi+ V)
= v, (0)?cos?(...) + 2w (0) v, (0) cos(...)sin(...) + v,(0)?sin?(...)
+v,(0)% cos?(...) — 2v4(0)v, (0) cos(...) sin(...) + v (0)?sin(...)
= (w(0)? + 1, (0)?) (cos?(...) +sin?(...))

=1

= |[VL(t)| = [v.L(0)]

Der Betrag der Geschwindigkeit andert sich nicht, weil die Kraft immer senkrecht zur Geschwindigkeit
steht, und deshalb vom Magnetfeld keine Arbeit verrichtet wird.

Durch Integration erhalten wir

B mv(0) . g mvy(0) g
x(t) = Cx + 4B. sm(mBZt) 4B, cos(mBZt)
B mv,(0) . q mvy(0) q
y(t)=C,+ 4B, sm(mBZt)JrTBZ cos(mth)

x(t) = z(0) + v,(0)t

Die Bahn bildet also eine Kreisbahn, bzw. eine Spirale, um die Achse parallel zum Magnetfeld. Der
Radius der Bahn ist

re = \/(x(D) = G+ (0) — ) = |22

Die Integrationskonstanten Cy, C, beschreiben gerade das Zentrum der Kreisbahn, bzw. die Achse
der Spiralbahn.

ZYKLOTRONRADIUS UND ZYKLOTRONFREQUENZ

Der Radius der Bahn ist der Zyklotronradius
V.|

defMIVL|  [VL

p L T (3.17)
“1gB] 1@l
Die Fregenz
g 9g (3.18)
m

wird Zyklotronfrequenz genannt.
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DREHSINN UND WINKELGESCHWINDIGKEIT

Richtet man den Daumen der rechten Hand in Richtung der Winkelgeschwindigkeit aus, dann zeigen
die gekriimmten Finger in Richtung der Drehbewegung.

Zyklotronradius und Zyklotronfrequenz macht man sich in unterschiedlichen Experimenten zunutze:

e E

—
Wy

U

Abb. 3.3: Darstellung eines Zyklotrons. Die Teilchenbahn gehort zu einem negativ geladenen
Teilchen, was man anhand des Drehsinns der Bahn erkennt. Die Spannungsquelle ist eine Wech-
selstromquelle, deren Kreisfrequenz mit der Zyklotronfrequenz identisch ist.

Der Name der Zyklotronfrequenz und des Zyklotronradius kommt vom Zyklotron, einem Teilchen-
beschleuniger, wie er in der Teilchenphysik eingesetzt wird. Man untersucht den Aufbau von Elemen-
tarteilchen, indem man sie mit groller Geschwindigkeit aufeinanderschiet und anschlieend die Bruch-
stiicke der Kollision untersucht. Auf diese Weise kann man die Reaktionen von Elementarteilchen bei
unglaublich hohen Energien untersuchen. Man nennt diesen Zweig deshalb auch Hochenergiephysik.

Ein Zyklotron besteht aus geladenen Teilchen, die in einem Magnetfeld durch einen Plattenkon-
densator beschleunigt werden. Wir wollen zum Beispiel hochenergetische Elektronen erzeugen. Die
Elektronen werden im Magnetfeld auf eine Kreisbahn gezwungen. Die Frequenz, mit der die Kreis-
bahn durchlaufen wird, ist konstant, weil Ladung und Masse des Teilchens feste Werte haben und das
Magnetfeld zeitlich konstant ist. Deshalb lassen wir die Teilchen durch Spalt in einem Plattenkon-
densator laufen, dessen elektrisches Feld mit der Zyklotronfrequenz oszilliert. Teilchen, die zum
richtigen Zeitpunkt durch den Kondensator laufen, werden durch sein elektrisches Feld beschleunigt.
Wegen der Resonanz der Kreisbahn und der Spannung des Kondensators, wird ein solches Teilchen
bei wiederholtem Durchlauf wieder synchron mit dem elektrischen Feld ankommen und daher weiter
beschleunigt. Bei wiederholtem Durchlauf kann es auf diese Weise sehr hohe Geschwindigkeiten er-
reichen. Wahrend sich das Teilchen beschleunigt, wird der Radius der Bahn, der Zyklotronradius,
immer groler. Indem man die Teilchen bei einem bestimmten Radius aus dem Magnetfeld ablenkt,
erhalt man einen Teilchenstrahl mit hoher und wohldefinierter kinetischer Energie.

Eine zweite Anwendung der Zyklotronfrequenz ist die Bestimmung der effektiven Masse von
Ladungstragern in Materialien. Elektronen verhalten sich in einem Festkorper beinahe wie freie
Teilchen. Man nennt solche Teilchen Quasiteilchen, weil sie sich zwar wie Teilchen verhalten, ihre
Eigenschaften sich aber nicht nur vom freien Elektron, sondern auch vom Kristall, in dem sie sich
bewegen, ableiten. Die Wechselwirkung mit dem Kiristall fiihrt dazu, dass sich die Masse dieser Qua-
siteilchen, die effektive Masse, stark von der eines freien Elektrons unterscheidet und aulBerdem von
der Bewegungsrichtung relativ zur Orientierung des Kristalls abhangt. Durch Anlegen eines mag-
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netischen Feldes bringt man die freien Ladungstrager auf eine Kreisbahn. Mikrowellen beschleunigen
die Ladungstrager, wenn sie in Resonanz mit der Kreisbahn der Ladungstrager, d.h. der Zyklotron-
frequenz, sind. Die Strahlung wird also absorbiert, weil ihr standig Energie entzogen wird. Aus der
gemessenen Absorptionsfrequenz w, erhalt man die effektive Masse als m = q|B|/wc.

3.3 Darstellung von Vektorfeldern

Ein Vektorfeld stellt man graphisch durch Feldlinien dar. Dazu zieht man eine Linie immer in Rich-
tung des Feldes. Ich stelle mir ein Vektorfeld als die Geschwindigkeit in einer Flissigkeit vor. Die
Flussigkeit hatte dann in jedem Punkt (7, t) die Geschwindigkeit V(F, t). Wirft man einen Ball in
die Fliissigkeit, dann bewegt sich dieser entlang einer Feldlinie. Eine sehr niitzliche Beobachtung ist,
dass sich Feldlinien nicht kreuzen konnen. Sie kdnnen nur an einem Punkt, wo das Feld verschwindet,
zusammen oder auseinanderlaufen. Der Grund ist einfach, dass das Feld an einem Kreuzungspunkt
zwei unterschiedliche Werte aufweisen miisste.

Eine Quelle ist dann ein Punkt wo Fliissigkeit zugefiigt wird, sodass die Feldlinien von diesem
Punkt wegstreben, so als ob man Wasser in eine Badewanne einlassen wiirden. Eine Senke ist das
Gegenteil: Hier wird Fliissigkeit entnommen, so wie wenn man in der Badewanne den Stopsel zieht.
Die Feldlinien streben also auf eine Senke zu. Die Quellenstarke ist die Divergenz V' des Vektorfeldes.

Stellen wir uns eine Badewanne vor, in die Wasser eingelassen wird. Die Hohe des Wasserstandes
entspricht der “zweidimensionalen Dichte” des Wassers (Menge Wasser pro Flache) . Wir nehmen
an, dass die Anderung des Wasserstandes rdumlich und zeitlich als konstant angenommen werden
kann. Die Wassermenge, die hinzugefligt wird, muss also von Wasserstrahl wegflieken, um den
Wasserstand konstant zu halten. Die Menge des Wassers, die hinzugefiigt wird, ist also gleich der
Menge des Wassers, das von dem Wasserstrahl wegflieBt. Diese Wassermenge ist gerade [ d’r p =
$§dAj = [d?rVj =" p [ d?rVV. Die Divergenz des Geschwindigkeitsfelds v(F) ist also gleich p/p,
also die Wassermenge pro Flache im Verhaltnis zum Wasserstand (der Dichte), die pro Zeiteinheit in
die Wanne einlauft.

Abb. 3.4: Darstellung der Rotation. Stellen wir uns das Vektorfeld als Geschwindigkeitsfeld einer
Flussigkeit dar, dann entspricht die Rotation der doppelten Winkelgeschwindigkeit, mit der sich eine
Badeente auf der Fliissigkeit um die eigene Achse drehen wiirde

Bildet die Fiissigkeit einen Strudel, so wird die Stirke des Strudels durch die Rotation V x
V(F) des Vektorfeldes ausgedriickt. Die Rotation des Badewassers entspricht gerade der doppelten
Winkelgeschwindigkeit mit der sich eine Badeente im Kreis dreht (Siehe Abb. 3.4).

Wir betrachten dazu einen Strudel, der sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit @y dreht. Ein
solches Geschwindigkeitsfeld hat die Form V(F) = @y x . Dieses Geschwindigkeitsfeld haben wir

bereits in der klassischen Mechanik bei der Drehbewegung eines starren Korpers kennengelernt.
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Wir Uberpriifen zunachst, ob dieses Geschwindigkeitsfeld tatsachlich gerade einer konstanten
Winkelgeschwindigkeit entspricht: Ein Teilchen, das diesem Geschwindigkeitsfeld folgt, bewegt sich
auf einer Kreisbahn um die Drehachse, die parallel zu &g steht. Der Abstand der Bahn von der Achse
sei R. Die Geschwindigkeit V' des Teilchens ist V = |&g X F] = |dp|R. Die Kreisbahn hat den Umfang
2mR, sodass wir die Winkelgeschwindigkeit w = 2F aus @ =V = |&|R als w = 2 = || erhalten.

Die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes V(F) = g x 7 ist
V x ¥(F) = V x (@ x 7)

Gl. C.9(S. - P L= = ~
- €5 231) Wo(VF)+7 (Vi) — (0o V)F — (FV)ide = 2o
—— —— N——
3(2)’0 0 ‘30 0

also die doppelte Winkelgeschwindigkeit.

3.4 Maxwellgleichungen und ihre Interpretation

Zusammen mit der Lorentzkraft bilden die Maxwellgleichungen Gl. 3.1-3.4 auf S. 25 zusammen mit
den Zustandgsgleichungen Gl. 3.5-3.5 die Grundlage des Elektrodynamik.

3.4.1 GauBsches Gesetz

Das GauBsche Gesetz Gl. 3.1 zusammen mit der Zustandsgleichung Gl. 3.5 VD = p sagt, dass die
Ladungen die Quellen und Senken der dielektrischen Erregung D sind.

VD=p

Positive Ladungen entsprechen den Quellen des Feldes und negative Ladungen entsprechen seinen
Senken. Die Feldlinien entstehen also an den positive Ladungen und laufen auf die negativen Ladungen
zu.

Das GauBsche Gesetz kann mit Hilfe des GauBschen Satzes, (siehe Anhang D.2.4), umgewandelt

werden
an/d%p:/d%ﬁﬁzf dA D
Q Q a0

Unter der Annahme, dass € konstant ist, kann man also die Ladung in einem Volumen 2 bestimmen,
indem man das elektrische Feld, bzw. die elektrische Erregung, liber seine Oberflache 092 integriert.
Zeigt das elektrische Feld mehrheitlich nach aulBen, enthalt das Volumen eine positive Ladung. Zeigt
das Feld mehrheitlich nach innen, enthalt das Volumen eine negative Ladung. Das elektrische Feld
kann anhand der Lorentzkraft, die auf eine unbewegte Probeladung wirkt, experimentell bestimmt
werden.

Elektrisches Feld einer homogen geladenen Kugel

Das Gaulssche Gesetz lasst sich besonders einfach fiir hochsymmetrische Probleme einsetzen. Betra-
chten wir als Beispiel eine homogen geladene Kugel mit Ladung @ und Radius r.. Der Einfachheit
halber legen wir das Zentrum der Kugel in den Ursprung. Eine Kugel ist symmetrisch beziiglich be-
liebiger Drehungen um sein Zentrum und beziigich Spiegelung an einer beliebigen Ebene durch sein
Zentrum. Diese Symmetrien sind durch die Ladungsverteilung erfiillt. Aufgrund der Kugelsymmetrie,
zeigen die Feldlinien vom Zentrum weg (oder auf das Zentrum hin) und der Betrag des Feldes ist von
der Richtung unabhangig, d.h.

= r

(7. t) = £(|11) 7

er
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Dabei ist & der Einheitsvektor, der radial nach auBen zeigt. f(r) ist eine noch zu bestimmende
Funktion. Soweit die Symmetrie. Jetzt kommt das GauBsche Gesetz zum Zug. Wir wahlen zunachst
eine Kugel 2, mit Radius r, die im Zentrum lokalisiert ist. Nun bestimmen wir die Ladung innerhalb
von on £,

3
4m,3_Q L i
3 %ﬂrg—Q(rc) fiir r < r¢

QQ,Z/ rp(r) =

fir r > r.
Dies setzen wir in die integrale Form des Gaulschen Gesetzes ein
Qo, :7{ dA'D:f PAED = an|R F(|F) &
80, a0, S~—— ~~
6% | =1

Durch Auflésen nach f(r) und Einsetzen der Ladung in der Kugel Q, erhalten wir

3
1 A\ e
F(IA = QQ,2 _ . Q rc) fir r < r.

4|7l ATz | Q fiir r > re

Damit erhalten wir die dielektrische Erregung

Das elektrische Feld erhalten wir mit Hilfe der Zustandsgleichung Gl. 3.5

FoQ F{rlgf]ﬁirr<rc

1 .
7 fir r > r.

EM =

Q 7 713|F]fiirr<rc
47e |7

m% fiir r > r.

Zu beachten ist, dass wir diesem elektrischen Feld ein weiteres liberlagern konnen, das keine Divergenz
besitzt.?2 Ein solches Feld ist zum Beispiel das homogene elektrische Feld. Beachte hier dass die
tiberlagerung die Kugelsymmetrie des Feldes zerstort.3

3.4.2 Keine magnetischen Monopole
Die zweite Maxwellsche Gleichung Gl. 3.2,
VB=0

wird auch das GauBsche Gesetz der Magnetostatik genannt. Sie besagt, dass Magnetfelder keine
isolierten Quellen oder Senken besitzen. Es gibt also keine isolierten magnetischen Ladungen. Diese
wiirden sich dadurch auszeichnen, dass Feldlinien an ihnen entspringen. Magnetische Feldlinien sind
also immer geschlossen. Sie konnen aber, wie im homogenen Magnetfeld, auch einen Umweg ins
Unendliche nehmen.

Die Gleichung schlieft aber keine Punktmagneten aus, bei dem eine Quelle und Senken gleicher
Starke nur infinitesimal verschoben, fast am selben Ort sitzen und sich daher in Summe wegheben.
An einem Punktmagneten laufen die Feldlinien auf der einen Seite von dem Magneten weg, und auf
der anderen Seite laufen sie auf den Punkt zu.

2Dijes resultiert daraus, dass die allgemeine Losung einer inhomogenen Differentialgleichung als Superposition einer
speziellen Losung der inhomogenen Differentialgleichung und der allgemeinen I6sung der entsprechenden homogenen
Differentialgleichung darstellbar ist.

3Betrachten wir das Problem in einem Einkristall, dann wird die Isotropie des Problems durch das umgebende
Material verletzt. Dies spiegelt sich dadurch wieder, dass die Dielektrizitdtskonstante kein Skalar, sondern ein Tensor
ist. In diesem Fall ist unsere Herleitung nicht mehr korrekt.
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3.4.3 Faradaysches Induktionsgesetz

Das Faradaysche Induktionsgesetz Gl. 3.3,
ﬁ X E+ 8t§ =0

sagt, dass elektrische Felder nicht nur von Ladungen, sondern auch von zeitlich veranderlichen Mag-
netfeldern erzeugt werden konnen. Allerdings hat ein solches elektrisches Feld keine weiteren Quellen
und Senken, sondern weist Feldlinien auf, die sich selber schlieen.

Andert man das magnetische Feld, so erzeugt man im elektrischen Feld einen “Strudel”, also eine
Rotation.

Induzierte Spannungen in einer Leiterschleife

Als Anwendung betrachten wir eine Leiterschleife. Die Leiterschleife sei von einem Magnetfeld B
durchstromt, das sich mit der Zeit andert. Dies kann zum Beispiel dadurch geschehen, dass man einen
Magneten an der Leiterschleife vorbeizieht. Die Anderung des Magnetfelds induziert ein kreisférmiges
elektrisches Feld und damit einen Strom in der Leiterschleife.

Wenn der Stromkreis unterbrochen wird, dann baut sich eine Gegenspannung auf, die verhindert,
dass die induzierten Strome flieBen. Diese Spannung kann mit einem Spannungsmesser bestimmt
werden, oder nutzbringend als Stromquelle eingesetzt werden.

s

*HEM_I
A

Abb. 3.5: Ein zeitlich veranderliches Magnetfeld erzeugt elektrische Felder und induzieren damit eine
Spannung in einer Leiterschleife. Die Magnetfeldanderung wird durch einen Magneten erzeugt der
unter der Schleife vorbeigezogen wird.

An dieser Stelle sollte sich der Leser mit dem Stokesschen Satz, Gl. D.2 in Anhang D.3auf S. 240
vertraut machen.

Betrachten wir die die Flache A, die durch die Leiterschleife aufgespannt wird, dann erhalten wir

/ dA 8,8 ¢33 _ / dA (¥ x E) Stekes _ f JF E (3.19)
A A OA

Es zeigt also ein elektrisches Feld entlang der Leiterschleife. Dieses Feld beschleunigt Ladungen
aufgrund der Lorentzkraft. Und zwar flieBen positive Ladungen im Uhrzeigersinn, wenn 0;B aus der
Uhr herauszeigt. Negative Ladungen, wie die Elektronen, flieBen im Gegenuhrzeigersinn.

Definition 3.1 SPANNUNG
Die Spannung zwischen zwei Punkten im Raum ist als das Linienintegral des elektrischen Feldes

zwischen den zwei Punkten definiert.

Ud:ef/ dF E(r) (3.20)
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Definition 3.2 MAGNETISCHER FLUSS

def

d>:/AdA B(r) (3.21)

Das Induktionsgesetz sagt dann gemiB Gl. 3.19, dass die Spannung gerade der Anderung des
magnetischen Flusses entgegengesetzt ist.

U == —at(D

Editor: Vorzeichen!!!, lllustration Lichtmaschine, Schema: Potential entlang der offenen
Leiterschleife.

Lichtmaschine

Das Induktionsgesetz ist die Grundlage eines Stromgenerators, bzw einer Lichtmaschine, dessen
Prinzip in Abb. 3.4.3 dargestellt ist. In einer einfachen Lichtmaschine werden Spulen an alternierend
angeordneten Magneten vorbeigedreht, wodurch eine Wechselspannung induziert wird.

—~
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Abb. 3.6: Ein zeitlich veranderliches Magnetfeld in einer Leiterschleife kann durch drehen der Leit-
erschleife in einem festen Magnetfeld erzeugt werden. Dies kann verwendet werden um mechanis-
che Energie in elektrische Energie umzuwandeln. In diesem Fall ensteht Wechselstrom. Die Tra-
ditionellen Lichtmaschinen sind Gleichstromlichtmaschinen. Diese wechseln die Kontakte in jeder
Halbdrehung. Moderne Lichtmaschinen sind Drehstromlichtmaschinen, die das Magnetfeld selber
wieder durch Spulen erzeugen. Man kann das Prinzip der Lichtmaschine umkehren und durch Anle-
gen einer Wechsel, oder Gleichstroms die Drehbewegung erzeigen. Dann liegt ein Elektromotor vor.
Editor: Achtung Vorzeichen vielleicht falsch!

3.4.4 Amperesches Gesetz und Maxwellscher Verschiebungsstrom
Das letzte Maxwellsche Gesetz, Gl. 3.3,
VxH-8D=7]
enthalt zwei Aspekte, das Amperesche Gesetz und den Maxwellschen Verschiebungsstrom.
Amperesches Gesetz
Amperes Gesetz sagt, dass Strome magnetische Felder verursachen
VxH=J (3.22)

Das Ampersche Gesetz gilt in dieser Form, wenn sich die elektrische Erregung D nicht andert.
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Das Gaulsche Gesetz, Gl. 3.1, erlaubte es uns, die Ladung in einem Volumen aus einem Ober-
flachenintegral der elektrischen Erregung D iiber die Oberfliche des Volumens zu bestimmen. Am-
peres Gesetz erlaubt es uns analog den Strom, der durch eine Flache A hindurchflielt, aus einem
Linienintegral der magnetischen Erregung H entlang dem Rand der Fliche zu bestimmen. In diesem
Fall ist allerdings zu beriicksichtigen, dass die elektrische Erregung sich nicht mit der Zeit andert.
Andernfalls kann eine zusatzliche magnetische Erregung erzeugt werden.

Um den Zusammenhang zwischen dem Strom durch eine Flache und dem Linienintegral der
magnetischen Erregung zu ermitteln verwenden wir den Stokesschen Satz.(siehe Appendix D.3.)

Ian= [ dAJ(P) df H (3.23)
A

Indem wir die magnetische Erregung einmal am Rand einer Flache herumintegrieren, erhalten wir den
Strom, der durch diese Flache flieRt.

Magnetfeld eines geraden, stromdurchflossenen Drahtes

Ein stromdurchflossener gerader Leiter ist rotationssymmetrisch um sein Achse, und spiegelsym-
metrisch beziiglich jeder Ebene in der der Leiter liegt. Bei einer Spiegelung um eine Achse senkrecht
zum Draht, andert der Strom sein Vorzeichen. Dies konnte leicht zu der Annahme verfiihren, dass
die Feldlinien des Magnetfelds radial nach aulen zeigen miissen. Dies ist aber nicht der Fall, weil das
Magnetfeld ein sogenannter Pseudovektor ist. Ein Pseudovektor ist eine vektorielle GroRe die unter
Punktspiegelung im Gegensatz zu regularen, polaren Vektoren unverandert bleibt.(Siehe S. 18) Ein
Pseudovektor unterscheidet sich von einem Vektor dadurch, dass er bei einer Spiegelung zusatzlich
sein Vorzeichen wechselt.
* I

B,
By
B, g
B,

Abb. 3.7: Verhalten der magnetischen Felder unter Spiegelung. Als Pseudovektoren verhalten sie
sich unter einer Spiegelung anders als normale Vektoren, indem sie zusatzlich ihr Vorzeichen andern.
Nur die Winkelkomponente By des Magnetfeldes ist auch mit der Drehsymmetrie eines Drahtes
kompatibel.

Aufgrund der Zylindersymmetrie, erzeugt ein gerader, stromdurchflossener Draht ein Magnetfeld,
dessen Feldlinien kreisormig um den Leiter angeordnet sind. (Siehe Abb. 3.4.4). Um den Betrag der
magnetischen Erregung als Funktion des Abstands vom Draht zu bestimmen, betrachten wir eine
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Kreisflache, die senkrecht auf dem Leiter steht.

/G'é”/ d H = 2m|r||H|
0A

/ r

H(r) = 727r|r\exﬁ

Dabei ist € der Einheitsvektor in Richtung des Drahtes und parallel zur Stromdichte. Auf der rechten
Seite haben wir auch die Richtungsinformation der magnetischen Erregung hinzugefiigt.

Mit Hilfe der Zustandsgleichung, Gl. 3.6, erhalten wir das Magnetfeld.

=~

X —

Y]
B(n) = 27| r|

3l

Maxwellscher Verschiebestrom

Maxwell erkannte, dass die Maxwellgleichungen mit dem Ampereschen Gesetz ohne den Term 8:D
der Ladungserhaltung wiedersprechen. Um die Ladungserhaltung wieder herzustellen, hat er den
Term 0;D hinzugefiigt.

Betrachten wir die beiden Teile des Ladungserhaltungssatzes Gl. 2.13 so erhalten wir mit Hilfe
der Maxwellgleichungen

G792 |§ x - 8.0 :ﬁ(?xﬁ)—ﬁ@tD
~— A ond
:jv =0 Bep

Der Beitrag der magnetischen Erregung fallt heraus, weil fiir ﬁ(ﬁ x d) beliebige Vektorfelder a(r)
gilt. (Siehe Anhang C.) Ohne den Maxwellschen Verschiebungsstrom Jv wiirde sich die elektrische
Erregung in der Ladungserhaltung nicht herausheben. Damit waren die Maxwellgleichungen nicht mit
der Ladungserhaltung vereinbar.

Die Gegenwart des Maxwellschen Verschiebungsstroms bedeutet, dass eine zeitliche Anderung des
elektrischen Feldes ein Magnetfeld induziert. Amperes Gesetz mit Maxwellschen Verschiebungstrom
ahnelt dem Faradayschen Induktionsgesetz. In Abwesenheit von Ladungs- und Stromdichten, sowie
bei konstanten Induktions und Dielektrizitatskonstanten, besteht, bis auf ein Vorzeichen, eine Sym-
metrie zwischen E < cB, wobei ¢ = —4— die Lichtgeschwindigkeit ist. Darauf kommen wir aber

B . ] . Vv €oko
noch zurtick, wenn wir die Lichtausbreitung untersuchen.

3.5 Notationen

3.5.1 GauB und SI systeme

Unseligerweise haben sich speziell in der Elektrodynamik nicht nur unterschiedliche Einheitensysteme
eingebiirgert, sondern auch unterschiedliche Definitionen der Grundgroken. Das offiziell anerkannte
System ist das S| oder MKSA#* Einheitensysten. In vielen Textbiichern wird jedoch noch das GauRsys-
tem verwendet. In diesem Text verwende ich einheitlich das S| Einheitensystem. Der eine Grund fiir
diese Wahl ist, dass es der offiziellen Schreibweise entspricht. Der andere ist, dass es ausfiihrlicher
ist. Es ist also einfacher, einen SI-Ausdruck in das GauBsystem umzuwandeln als umgekehrt.

4MKSA steht fiir Meter-Kilogramm-Sekunde-Ampere
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Die Umrechnung geschieht mit Hilfe der folgenden Formeln.

1
G _ Sl
q 47req q
oC = 1 05!
VAaTeq
= 1 75!
VATeq

Dabei ist ¢ = \/‘% die Lichtgeschwindigkeit.

Im GauBsystem haben die Maxwellgleichungen im Vakuum, d.h. € = ¢g und u = g, die Form
VE® = 47rpG
= . 1 -
VxEG+28tBG=O

VB¢ =0
_ _, 1 - 4,
¥ x B¢ — 29,E6 = 216
C C

Die Dielektrizitatskonstante, bzw Induktionskonstanten tauchen hier nicht mehr auf. Es gibt also
im Vakuum keine Unterscheidung zwischen den elektrischen und magnetischen Feldern E, B und den
entsprechenden Erregungen D, H.

Die Lorentzkraft hat die Form

Fm o (E0+ L x 89)

3.5.2 Aufteilung der Elektrodynamik

Die Maxwellgleichungen stellen ein komplexes System gekoppelter partieller Differentialgleichungen
dar. Um sich einen Uberblick iiber solche Systeme zu verschaffen, untersucht man Spezialfille die
sich einfacher analysieren lassen.

e Statischer Grenzfall: Wenn Ladungs- und Stromdichteverteilungen zeitlich konstant sind, kann
man die Annahme machen, dass die Felder auch zeitunabhangig sind. Unter dieser Annahme
zerfallen die Maxwellgleichungen in zwei entkoppelte Paare, welche einerseits die Elektrostatik
und andererseits die Magnetostatik beschreiben. Deshalb wurden elektrische und magnetische
Krafte zunachst als grundlegend unterschiedliche Wechselwirkungen angesehen. Die Elektro-
dynamik ist das erste Beispiel einer Vereinheitlichung von zwei Grundkraften. Diese Verein-
heitlichung von Kraften bildet noch immer das Modell fiir die Vereinheitlichung der Grundkrafte,
was die Domaine der Elementarteilchenphysik ist.

- EIel«trostatiIS Das erste Paarqder Maxwellgleichungen bestimmt im statischen Grenzfall,
0:E=0,0:B=0,0:;p=0,0 =0, die Elektrostatik.

VeE = 0 VxE=0
— Magnetostatik: Das zweite Paar von Maxwellgleichungen in der statischen Naherung ist

- = 1 - N
VE=0  Vx(;B)=]
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e Freie Felder: Homogene Differentialgleichungen sind einfacher zu l6sen als inhomogene. Zudem
kann zu jeder Losung einer inhomogenen Differentialgleichung immer eine beliebige homogene
Losung addiert werden, um die Randbedingungen zu erfiillen. Deshalb untersuchen wir die
elektrischen und magnetischen Felder in der Abwesenheit von Ladungen und Stromen. Dies
bildet die Grundlage der elektromagnetischen Strahlung, und damit der Optik.

VD=0
VxE+8,B=0

VB=0
VxH-8D=

e Elektrodynamik in der Materie: Zunachst werden wir uns weitgehend auf Phdanomene im
Vakuum beschranken. In Materialien werden durch externe Felder Ladungen verschoben und
Strome induziert. Diese zunachst komplexen Phanomene lassen sich jedoch wieder auf die
Maxwellgleichungen abbilden, wenn man die Induktions- und Dielektrizitatskonstanten renor-
malisiert, das heilt, durch effektive Induktions- und Dielektrizitatskonstanten ersetzt. Spezielle
Regeln miissen aber an den Grenzflachen zwischen unterschiedlichen Materialien beriicksichtigt
werden

3.6 Ubungen

3.6.1 Elektrisches Feld eines homogen geladenen Drahtes

Bestimme das elektrische Feld eines homogen geladenen Drahtes mit kreisférmigem Querschnitt und
Durchmesser d.

3.6.2 Elektronenkanone

Die Elektronenkanone besteht aus einem Plattenkondensator mit der angelegten Spannnung U. Auf
der einen Platte sei eine Heizwendel angebracht, aus der Elektronen austreten konnen. Gegeniiber
sei in die andere Platte ein kleines Loch gebohrt, aus dem die Elektronen austreten konnen. Bes-
timme die Spannung die bendtigt wird um die Elektronen auf ein Zehntel der Lichtgeschwindigkeit
zu beschleunigen. Die Elektronen sollen nichtrelativistisch behandelt werden.

3.6.3 Hall Effekt

Betrachte Elektronen der Masse m, = und der Ladung e. Die Elektronen bewegen sich in einem
Leiter der Seitenldnge d. Im Mittel werden die Ladungstrager nach einer Wegldnge £ in zufallige
Richtungen gestreut. Entlang des Leiters wirkt ein externes elektrisches Feld und senkrecht dazu ein
Magnetfeld. Bestimme den mittleren Strom durch den Leiter als Funktion des Magnetfeldes.

3.6.4 Massenspektrometer

3.6.5 Lichtmaschine

Bestimme die Spannung einer Lichtmaschine als Funktion der Zeit, die aus einer Leiterschleife mit der
Flache A besteht, die sich ein homogenen Magnetfeld der Starke B mit der Winkelgeschwindigkeit
W dreht. Die Winkelgeschwindigkeit liege in der Ebene der Leiterschleife und das Magnetfeld stehe
senkrecht auf der Drehachse.

3.6.6 Teilchen im homogenen Magnetfeld



Chapter 4

Vom Experiment zu den
Maxwellgleichungen der Elektrostatik
(4h)

In diesem Kapitel wird am Beispiel der Elektrostatik gezeigt, wie man
ausgehend von experimentellen Beobachtungen zu den Maxwellgleichun-
gen gelangen kann. Dabei werden einige Begriffsbildungen eingefiihrt,
die notwendig sind, um zu der kompakten Form der Maxwellgleichun-
gen zu gelangen. Die Konzepte der Theoriebildung, die hier entwickelt
werden, lassen sich mehr oder weniger analog auf die anderen Gebiete
der Elektrodynamik iibertragen. Sie sind aber nicht nur auf die Elektro-
dynamik beschrankt. Ahnliche Gedankenschritte finden sich bei vielen
anderen Theorien wieder.

Die Maxwellgleichungen der Elektrostatik, zu denen wir gelangen
wollen, sind

0

=0 Abb. 4.1: Charles Augustin
de Coulomb, 1736-1806

—

v
V x

m O
I

Man erhilt sie aus den Maxwellgleichungen Gl. 3.1-3.4 auf S. 25 indem
man die einschrankende Annahme macht, dass Ladungen und Stromdichten, sowie die elektromag-
netischen Felder zeitunabhangig sind. Unter dieser Anahme zerfallen die Maxwellgleichungen in die
Gleichungen der Elektrostatik 3.1,3.3 und die der Magnetostatik 3.2,3.4. Dies war historisch auch
der Grund warum man den magnetischen und elektrischen Wechselwirkungen als unabhangige Krafte
betrachtet hat.

4.1 Coulombgesetz

Der wichtigste experimentelle Befund der Elektrostatik ist das Coulombgesetz. Das Coulombgesetz
sagt, dass geladene Teilchen Krafte aufeinander ausiiben. Diese Krafte kann man entweder aus
den Bahnkurven der Teilchen ermitteln, oder durch Messen der Krafte, die notwendig sind, um die
Ladungen an ihrem Ort zu stabilisieren.

Diese Krafte haben folgende experimentell ermittelte Eigenschaften:

1. Sie sind proportional zum inversen Abstandsquadrat.

2. Sie wirken entlang der Verbindungsachse der Teilchen.

39
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3. Die Kraft ist proportional zum Produkt der Ladungen der beiden Teilchen.
4. Die Kréfte sind additiv. (Superpositionsprinzip)

Diese Beobachtungen sind im Coulombgesetz zusammengefasst.

COULOMBGESETZ

Die Kraft, die ein geladenes Teilchen am Ort 75 mit der Ladung g» auf ein anderes geladenes Teilchen
am Ort i, mit der Ladung gy ausiibt, ist

= G192 n—rn

Fi = s =

47T€0|f1—l’2| |r1—r2|

(4.1)

g

Die Kraft ist anziehend, wenn die Ladungen entgegengesetztes Vorzeichen haben, und sie ist ab-
stolend, wenn die Ladungen das gleiche Vorzeichen haben. Der Ausdruck € ist der Einheitsvektor
der von vom zweiten zum ersten Teilchen zeigt.

4.2 Elektrisches Feld

Betrachten wir nun die Kraft, die eine Ansammlung von Punktladungen auf ein
geladenes Teilchen mit der Ladung gg am Ort 5 ausiibt. Da die Coulombkraft
additiv ist, erhalten wir als Kraft Fq auf das “nullte” Teilchen

/:-'O:Z dodn h—r
Lo ameolio — Rl [ — 7l

Dies ist die Kraft, welche die Ladungen g, ..., gy auf die Ladung qo ausiiben.
Es ist hilfreich, die Ladung des Teilchens, auf welches die Kraft wirkt,

—»
’

auszuklammern und den Rest zu einer GréRe, dem elektrischen Feld £(7)

zusammenzufassen.
Fo = qoE(R) (4.2)
= CIn F_ F;v
E = 43
" gweov— Fal2 [F = 7 (43)

Die Hilfsgroke E(F’), das elektrische Feld!, ist unabhingig von den Eigenschaften, Position und
Ladung, des Teilchens, das die Kraft erfahrt. Dies erlaubt es bei Kenntnis des elektrischen Feldes,
die Bewegungsgleichung des 0-ten Teilchens fiir seine ganze Bahn zu bestimmen.

Die Einfiihrung des elektrischen Feldes beschreibt den Ubergang einer Beschreibung der Wech-
selwirkung als Fernwirkung zwischen zwei Ladungen zu einer Beschreibung der Wechselwirkung als
Nahwirkung zwischen der Ladung und dem elektrischen Feld.

Im ersten Fall ist das elektrische Feld nur eine Hilfsgrole, wahrend wir im zweiten Fall dem
elektrischen Feld eine Art Realitat zuordnen. In der Tat werden wir dem elektrischen Feld spater eine
Energie, einen Impuls und einen Drehimpuls zuordnen.

In der Quantenmechanik verschwimmt der Unterschied zwischen Teilchen und Feldern. Den
elektromagnetischen Feldern werden Teilchen, sogenannte Photonen (Lichtteilchen), zugeordnet.
Auf der anderen Seite werden Teilchen wie den Elektronen, Felder zugeordnet.

1Genau genommen ist es das Feld der iibrigen Punktladungen qz, ..., dn
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4.3 Das elektrostatische Potential

Eine weitere Vereinfachung erhalt man dadurch, dass das elektrische Feld als Gradient eines skalares
Feldes dargestellt werden kann.

Existenz eines Potentials

Ein Vektorfeld kann immer dann als Gradientenfeld dargestellt werden, wenn das Bahnintegral von
einem Ort zum anderen unabhangig von dem gewdhlten Pfad ist. Dann wird das Potential ®(F) bis
auf eine Konstante ®q eindeutig durch

() = Py — /FdF’ E(r)

o

dargestellt. Das Vorzeichen wurde entsprechend der iiblichen Konvention der Elektrodynamik gewahlt.
Damit das Integral unabhangig von dem gewahlten Weg ist, muss das Bahnintegral liber jeden
geschlossenen Pfad verschwinden.?

r'(s)

Ein geschlossenes Bahnintegral kann mit dem Satz von Stokes in ein Integral der Rotation V x
E(F) des Vektorfeldes iiber eine eingeschlossene Flache A umgewandelt werden. Der Rand OA der
eingschlossenen Flache ist gerade der Pfad.

0 :?{ dr I::(rﬁ’) St%es/dﬁﬁ x E
8A A

Damit dieses Integral fiir alle Flachen gilt, muss die Rotation lberall verschwinden.
VxEFA=0 VT

Wir uberpriifen ob das fiir das elektrische Feld einer Punktladungsverteilung diese Bedingung
erfullt:

- - N - >
VxEM=Vx} g =3 o {ﬁx“—“]o

= _ 73
£ 4meo F—
Die Rotation verschwindet wegen der folgenden Zwischenrechnung:

V x (FUA) P) = (FF(7) <7+ F(7) (T % 7)

df
dir T

[~

=0

=

1 df . .
_m”(rxof')—i—f(m)(er)—O
= =0

2Seien im r_7(s) und r7’(s) zwei unterschiedliche Pfade von 7y nach 7, dann muss das geschlossene Bahnintegral, das
wir erhalten, wenn wir den einen Pfad hin und den anderen zuriickintegrieren, verschwinden, damit das Bahnintegral
von 1y nach 7 wegunabhdngig ist. Ein Vektorfeld E(F) besitzt also genau dann ein Potential, wenn jedes geschlossene
Bahnintegral liber das Vektorfeld verschwindet.
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Wir haben also gezeigt, dass ein Potential ®(F) existiert, dessen Gradientenfeld gerade das elektrische
Feld ist, also E(F) = —V®(F). Jetzt muss das Potential noch bestimmt werden.

Bestimmung des Potentials

Wir werden die Form des Potentials nicht explizit ableiten®
, sondern nur Uberprifen, ob es die richtigen Eigenschaften hat.

ELEKTROSTATISCHES POTENTIAL

Das elektrostatische Potential ®(F) ist durch seinen Zusammenhang
E(F) = V() (4.4)

mit dem elektrischen Feld I::(F') definiert. Fiir eine statische Verteilung von Punktladungen g, an den
Positionen 7, hat es die Form

D)= (4.5)

o Aeo|F — 1l

Beachte, dass die Relation Gl. 4.4 ausschlie@lich in der Elektrostatik gilt. Im allgemeinen gilt E =
—V® — 6;:A, wobei A das Vektorpotential ist, das wir spater kennenlernen werden.

Wir Uberpriifen das Resultat Gl. 4.4 und Gl. 4.5.

e N

|
—
<l
~
|
>
=
1
Ka)
3>
=~
|
LS

was, wie gewiinscht, mit dem Ausdruck Gl. 4.3 libereinstimmt. In der Herleitung wurde der folgende
Zusammenhang verwendet

d d 1 d 1
dli),:’l dX(X +y +Z)é:d7(x +y "‘Z)é
1 1 X
E(X +y +Z) 22X:ﬁ
- r
= VI|r=—
4 71

3Fiir die Ableitung bestimmt man zuerst das Potential einer Punktladung indem man den Integrationsweg in zwei
Teile unterteilt: Ein Wegsegment, das radial auf die Punktladung zu oder von ihr weg fiihrt und ein zweites Wegsegment,
das den Abstand von der Punktladung nicht verdandert. Da das elektrische Feld radial nach auRen zeigt, verschwindet
das Integral des zweiten Segments heraus, wahrend sich das erste einfach integrieren lasst. AnschlieBend nutzt man
das Superpositionsprinzip, um die Potentiale mehrerer Punktladungen zu einem Gesamtpotential zu tiberlagern.
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Potential einer Ladungsdichteverteilung

Das Potential, das durch eine Ladungsdichte erzeugt wird erhalten wir gemal

An
d(r) = -
() Z47reo\?— A

/d3 ’Z — 1 5(rF = F)

47reo|r —r |
B /d3 /47r€ |7 — r’ ané(r =7 (4-6)
0 n;ﬁO

p(F)
Damit erhalten wir das
POTENTIAL EINER LADUNGSDICHTEVERTEILUNG

O(F) = / P (4.7)

dmeg|r — /|

4.4 Poissongleichung
Um unseren Weg zu den Maxwellgleichungen zu bahnen, suchen wir nun eine Differentialgleichung
fiir das elektrostatische Potential. Dazu verwenden wir eine niitzliche Beziehung die in Anhang E.0.1

hergeleitet wird.

21 = _ars(7)

|71
GI 47/d3, o(r)
4reg|F — r’|
1
= V2o(r) = /d3 'p(r7) V?
WO = gy [ ANV
—4m§(F—r')
€0

Damit erhalten wir die

Die Poissongleichung hat einen wichtigen Vorteil gegeniiber dem Integralausdruck, aus dem sie
hergeleitet wurde. Wir miissen nun nicht mehr die Ladungsdichte im gesamten Universum kennen,
um das Potential an einem Ort zu bestimmen. Stattdessen genligt es, die Ladungen in einem bes-
timmten Bereich und die Randbedingungen des Potentials auf der Oberflache des Bereichs zu kennen.
Randbedingungen bilden die Grundlage der Potentialtheorie und werden im Kapitel 5 ausfihrlich be-
handelt.
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4.5 Maxwellgleichungen der Elektrostatik

Den Satz von GauB erhalten wir, indem wir in der Poissongleichung das Potential durch das elektrische
Feld ersetzen.

- N 1 - =
V20(F) = —VE = fap(r”) = V.D =p
Eog

Beachte hier, dass wir angenommen haben, dass ¢g raumlich konstant ist.
Als zweite Maxwellgleichung bestimmen wir die Rotation des Vektorfeldes

VxE=-(VxV)b=

Wir sehen, dass der letzte Term verschwindet, weil das Kreuzprodukt beim Vertauschen sein Vorze-
ichen andert, aber gleichzeitig in sich selber iibergeht. Man kann auch die Komponenten von V x V
ausschreiben, um zu sehen, dass dieser Ausdruck gleich Null ist.

Wir erhalten also

=p (4.9)

v
x E=0 (4.10)

m S

v

Dies sind genau die ersten beiden Maxwellgleichungen, wenn wir alle Zeitableitungen weglassen. Die
beiden letzten Maxwellgleichungen sind im statischen Grenzfall vollstandig entkoppelt, und bilden die
Basis der Magnetostatik.



Chapter 5

Potentialtheorie am Beispiel der
Elektrostatik (11h)

In diesem Kapitel zeigen wir einige Methoden, um mit Feldern zu rech-
nen. Im Grunde lernen wir Ansatze zur Losung partieller Differentialgle-
ichungen. Deshalb ist das hier Gelernte enorm wichtig fiir alle Gebiete
der Theoretischen Physik, bei denen mit Feldern hantiert wird. Wir wer-
den das hier vermittelte spater in modifzierter Form zum Beispiel in der
Magnetostatik, der Optik, der Quantenmechanik und der statistischen
Physik etc wiederfinden.

5.1 Energie einer Ladungsverteilung

5.1.1 Adiabatische Verschiebung

7
POISSON 4{&///,7( .

Energien konnen immer auf die Arbeit zuriickgefiihrt werden, die an
einem System verrichtet werden muss, um sie von einem Zustand in

einen anderen uberzufiihren. Abb. 5.1: ~Simeon Denis

) . . . _ _ . Poisson, 1781-1840
Die Arbeit, die an einem System verrichtet wird, erhdlt man als

Kraft mal Weg. Den zuriickgelegten Weg kann man einfach messen. Die externe Kraft koppeln
wir iiber Federn an das System, sodass wir die angreifenden Krdfte anhand der Langenanderung der
Federn bestimmen konnen. Jede Energiemessung lasst sich im Endeffekt auf eine solche mechanische
Messung zuriickfiihren.

Bei der Messung konnen allerdings Tragheitskrafte im System und im Messaparat auftreten,
und es kann Energie in Form von Warme an die Umgebung verloren gehen. Beides verfalscht die
Messung. Aus diesem Grund fiihrt man die Messung quasistationdr durch. Ein quasistationaren
Prozess ist hinreichend langsam, dass Tragheitskrafte keine Rolle spielen und das System standig im
Gleichgewicht bleibt.

Ein niitzliches Prinzip, um den Energieunterschied zu bestimmen, ist das der adiabatischen Ver-
schiebung. Insbesondere wird das Prinzip der adiabatischen Verschiebung in der Thermodynamik
eine besondere Bedeutung erhalten. Ein weiterer Grund dieses Prinzip hier im Detail auszufiihren,
ist, dass man sich bei der Bestimmung der Arbeit leicht mit den Vorzeichen vertun kann.

Um einen quasistationaren Prozess zu verwirklichen quasistationdaren Prozess, wenden wir ex-
terne Krafte auf das System an, welche die internen Krafte ausgleichen, sodass das System immer in
Ruhe ist. Wir lassen also externe Krafte auf das System einwirken, welche die internen Krafte exakt
ausgleichen. Das System ist genau dann in Ruhe, wenn /—:ext + /—:,-,,t = 0. Das bedeutet, dass wir von
den externen Kraften auf die internen Krafte zuriickschlieen kénnen.

45
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Verschieben wir nun das System, dann muss dazu keine zusatzliche Arbeit verrichtet werden, da
das System ja kraftefrei ist. Die Verschiebung erfolgt so langsam, dass die Reibungs- und Beschleu-
nigungskrafte vernachlassigbar klein sind. Die gesamte verrichtete Arbeit verschwindet also

B — —
BW = Moy + M = [ dF (Forcl) + (7)) =0
El

Die externe Kraft wird an jedem Ort der Bahn bestimmt, sodass wir den Unterschied der potentiellen
Energie aus der durch die externe Kraft am System verrichteten Arbeit bestimmen konnen.

b b
N / A7 Foxt(F) = — / dF Fine(F)

= —/b dr (—ﬁEpot(F)) - Epot(B) - Epof(g)
a —

Fint

5.1.2 Selbstenergie von Punktladungen

Wir wollen nun die Selbstenergie einer Ansammlung von Punktladungen bestimmen. Abb. 5.2 ist
fiir die nun folgende Diskussion hilfreich. Wir beginnen mit einem Referenzzustand, bei dem alle
Ladungen unendlich weit voneinander entfernt sind, sodass sie nicht mehr miteinander wechselwirken.
Die Energie dieses Zustands ist die Summe der Energien E; der einzelnen Punktladungen. Nun bringen
wir eine Ladung nach der anderen aus dem Unendlichen an seinen Zielort und bestimmen die dabei
aufgewandte Arbeit.

e Die erste Ladung erfahrt keine Krafte, wahrend sie an ihren Zielort gebracht wird, sodass keine
Arbeit verrichtet wird. Die Energie dieses Systems mit einer Ladung am Zielort und den anderen
im Unendlichen ist also gleich der Referenzenergie,

E(Fi) = ZE/,

da die Ladungen immer noch immer unendlich weit voneinander entfernt sind.

e Um die zweite Ladung an ihren Ort 7> zu verschieben, muss Arbeit aufgewandt werden, da sie
nun in die Nahe der ersten gelangt, sodass Krafte zwischen den beiden Ladungen wirken.

2]
E(R. ) = E(rz,oo)+/ dF Fore
(o)

—_———
Arbeit

Dabei ist £(r;, I5) die Energie mit beiden Ladungen am Zielort und E(#, o) die Energie mit
der ersten Ladung am Zielort und der zweiten Ladling im Ungndlichen. Die Kraft Feyx: muss von
auBen angewandt werden, um die interne Kraft Fi,y = @E(F) = —qaVO(F) = -V =L2&

N R 4meo|F—ri|
zwischen den Teilchen auszugleichen, d.h. Feyxt = —Fjnt.
& = q1q2
GHE) (7, 00) o 4dreo|F — 7|
,:_;'nt

Am System verrichtete Arbeit

= Z E;i+ 7qiq2 —
, 4meg|n — |

1



5 POTENTIALTHEORIE AM BEISPIEL DER ELEKTROSTATIK (11H) 47

Qq
()
L Q, ‘0 Q,
Q,® Q,e
E (00,00 20) E(rq,0090)
E(ry,ry o) E(ryr, 13)

Abb. 5.2: lllustration der Selbstenergie. Der Kreis stellt das Universum mit unendlichem Radius
dar. Die drei Ladungen sind zunachst im Unendlichen und auBerdem unendlich weit voneinander
entfernt. Deshalb verschwindet die Selbstenergie E (oo, 0o, 00) im ersten Zustand oben links. Von der
Selbstenergie der isolierten Punktladungen wird abgesehen. Um die erste Ladung, wie oben rechts
dargestellt, an ihre endgiiltige Position 7 zu bringen, muss noch keine Arbeit verrichtet werden,
da auf dem Weg dorthin noch keine Krafte wirken. Die Energie E(7, 00, 00) ist also auch Null.
Um, wie unten links dargestellt, die zweite Ladung an ihren endgiiltigen Ort 7 zu bringen muss
Arbeit verrichtet werden, um sie gegen die von der ersten Ladung verursachten Kraft l—i(F’) zu
verschieben. Wir erhalten E(1, 15, 00) = — forj dr F1(F). Entsprechend erhalten wir die Selbstenergie
der drei Ladungen aus E(11, 75, 0o) durch Beriicksichtigung der Arbeit, die gegen die von den ersten
beiden Ladungen verursachten Krafte verrichtet werden muss, namlich E(f, i, 3) = E(7A, 5, 00) —

I ar (/—:I(F) + /%(F))

e Entsprechend bringen wir die weiteren Ladungen an ihren Ort

n n

" . gi. qj 1 9, qj

E(r, ..., rn) = E; D Ee———— E - T e—
iJ i

J>i J#i
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SELBSTENERGIE EINES SYSTEMS VON PUNKTLADUNGEN

Die Selbstenergie eines Systems von Punktladungen ist daher

qiq;
Eseibst = > Z — 4+ Z E; (5.1)
i

4meg|ii — 1|

Im Allgemeinen werden die Selbstenergien E; der isolierten Punktladungen per Konvention gleich
Null gesetzt. Dies ist erlaubt, weil die Energie selbst nicht beobachtbar ist, sondern nur Energieun-
terschiede und Energiegradienten. Wir werden gleich sehen, dass die Selbstenergie einer isolierten

Punktladung unendlich ist. Der Faktor % kommt daher, dass jedes Paar von Ladungen in der Summe
zweimal mitgezahlt wird.

5.1.3 Selbstenergie einer Ladungsdichte

Nun wollen wir die Selbstenergie einer Ladungsdichteverteilung anstelle von einem Punktladungssys-
tem bestimmen. Dazu ersetzen wir die Punktladungen durch ihre Ladungsdichten p(7) = >, gié (¥ —
7;) und erhalten dadurch die Selbstenergie einer Ladungsverteilung. AnschlieBend abstrahieren wir
von Punktladungsverteilungen, indem wir ausniitzen, dass sich jede Ladungsdichte als Grenzfall von
sehr dichten Punktladungsverteilungen darstellen lasst.

Wir gehen also von der Selbstenergie einer Punktladungsverteilung Gl. 5.1 aus.

1
ESe,bstzéz I /d3/d3r’5 5(7 =) +ZE
i

Ameo|ri — 1j
= d*r /d3 ! S(F=F)+ Y E
/ 47r60|r7r|§q, ) Z
1 1 :
== d3r/d3r’7ﬂ O(F—T7) r'—r)
2/ Ameg|F — '] Zq ( ; 3 =7
o p(7)
- d3/d3’ 6(F—r, 6r’—r+ E;
Z / dme |_‘ | [qi6( i) [QI ( 1) Zl:
pi(F) pi(F)

3 d3r P(F)P("/) 3 3, P/(r)P:(”') _
/d / 47T€0|f—f| - [ /d /d 4meq|F — 1| - &

Dabei haben wir die Ladungsdichten individueller Punktladungen als p;(7) bezeichnet. Beachte, dass
beide Doppelintegrale fiir Punktladungsdichten unendlich werden. Dies riihrt daher, dass die Selb-
stenergie einer einzelnen Ladungsdichte unendlich ist. Das Problem wird konzeptionell so umgangen,
dass die Punktladung nur eine Idealisierung einer beliebig stark lokalisierten Ladungsverteilung ist.
Fiir ausgedehnte Ladungsdichten sind die Doppelintegrale wohl definiert.

Um die Gleichung zu vereinfachen, treffen wir fiir Ladungsdichten eine andere Wahl fiir die Ref-

erenzenergien E; als bei den Punkladungen, namlich

def 1/d3 /d3 , pi(F)pi rl) (5.2)

47r<—:o|r—r’|

Mit dieser Wahl erhalten wir die
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SELBSTENERGIE EINER LADUNGSVERTEILUNG

r r’
Eseibst = + / o / g2y PR (5.3)

deg|F—r |

Nun kommen wir nochmals auf die Terme E; in Gl. 5.1 zuriick. Diese sind gerade die Selbstenergien
der einzelnen Punkladungen. Solange wir die Integritat der Punkladungen nicht antasten, bleiben diese
Terme konstant. In solchen Fallen ist eine andere Konvention als Gl. 5.2 fiir die Referenzenergie
sinnvoll, namlich E; = 0. Es ist allerdings zu beachten, dass der Ausdriicke Gl. 5.3 nicht mit Gl. 5.1
identisch ist, wenn in der letzeren die Konvention E; = 0 gewahlt wird.

5.1.4 Energie des Potentials oder des elektrischen Feldes

Die Selbstenergie einer Ladungsdichte Gl. 5.3 kann auf unterschiedliche Weisen geschrieben werden:

e Wir ersetzen ersetzen eine Ladungsdichte durch das Potential

o7 /77
Eseipst = /d3 /d3 d p( ),0( ) = /d3r p(r)/d3 /7)
4meo|F— r| 4meq|F — 1|

()

=3 [ #r oo

e Nun konnen wir die Ladungsdichte mittels der Poissongleichung auch alleine durch das Potential
ausdriicken

Evasss = 5 [ Lro(00() = 5 [ & (720(7) o)
= —%O/di“m(f)ﬁ%(?)

Dieser Term hat groRe Ahnlichkeit mit dem q2u§ntenmechanischen Ausdruck fiir die kinetischen
Energie von Teilchen, Ej, = [ d®r W*(F) 5= V2 (p).

e SchlieRlich konnen wir die Selbstenergie durch das elektrostatische Feld ausdriicken, indem wir
einen Gradienten mittels partieller Integration verschieben.

Eeutper = 7%0 d3r O(F)V2D(7F)
—=2 [ ¥ (eTe) + 2 [ o (Vo) (Vo)
=0 wenn $(c0) =0

L1 L
:%O/d3rE2:§/d3rED

Beachte nun, dass das elektrische Feld nun eine Energie tragt und damit sozusagen Substanz
annimmt. Beachte, dass das elektrische Feld zunachst als reine Hilfsgrole eingefiihrt wurde.

Der letzte Ausdruck zeigt deutlich, dass die Selbstenergie des elektrischen Feldes nur positiv
sein kann, da das elektrische Feld quadratisch eingeht.
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Zusammenfassend stellen wir die unterschiedlichen Formen der Selbstenergie zusammen:

Eselbst:;/d?’r/d?’r/p(?)p(ﬁ) — 1/d3l, ,O(F)q)(l_")

4reo|F—r1| 2

- —, 1 —
= —%O/d3r SV (7) = %O/d3r E? = §/d3r ED

5.2 Randbedingungen

Das Grundproblem der Potentialtheorie ist es, das Potential aus der Poissongleichung zu bestimmen.
Dabei erlernen wir die wichtigsten Methoden im Umgang mit partiellen Differentialgleichungen. Die
Poissongleichung ist hier ein Beispiel flir eine Differentialgleichung, die trotz ihrer Einfachheit, die
wesentlichen Elemente der ublichen Differentialgleichungen enthalt.

Das Problem ist also wie folgt definiert: Gegeben ist eine Ladungsdichte p(7) und die Poissongle-
ichung

T20(7) = ~ (1)
€0

Das Potential ®(7) soll bestimmt werden.
Die Losung der Differentialgleichung ist nicht eindeutig, wie im Folgenden gezeigt wird:

1. Es sei ®j,, eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung, der Poissongleichung.
2. Nun bestimmen wir eine Losung der homogenen Poissongleichung, der Laplacegleichung.

LAPLACEGLEICHUNG

V20,(F) =0

Multiplizieren wir die Losung der Laplacegleichung mit einem Faktor, dann erhalten wir eine
weitere Losung der Laplacegleichung. Dies ist eine allgemeine Eigenschaft homogener linearer
Differentialgleichungen.

Multiplizieren wir eine Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung mit einem
Faktor, dann erhalten wir wieder eine Lésung der Differentialgleichung.

3. Durch Einsetzen in die Poissongleichung sehen wir, dass auch ®;,,4c®pom die Poissongleichung
|ost, wobei ¢ eine beliebige Konstante ist.

. N = 1
V2 (Dipp + cbp) = V2D, +c V2D, = —p(F)
N—— N—— €0
p/€o =0

Die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung ist die Super-
position einer speziellen Losung der inhomogenen Differentialgleichung und einer allge-
meinen Losung der homogenen Differentialgleichung.

Wie man sich durch Einsetzen liberzeugen kann, sind einige der Losungen der Laplacegleichung
von der Form.

q)hom(F): Co+(,?1l7+...

Beachte aber, dass nicht jede Potenzreihenentwicklung die Laplacegleichung 16st. Weitere Losungen
der Laplacegleichungen werden wir im Folgenden kennen lernen.

Wie bestimmt man die Losung der Poissongleichung eindeutig? Das Potential ist eindeutig bes-
timmt durch
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e die Poissongleichung und

e die Randbedingungen

festgelegt.

Dies ist ganz analog zu gewodhnlichen Differentialgleichungen®. Auch hier mussten wir die An-

fangsbedingungen oder Randbedingungen festlegen, um eine Bahn eindeutig zu bestimmen. Bei
einer Differentialgleichung der Ordnung n gab es n freie Parameter fiir jede Dimension der Losung.
Deshalb haben wir in der bei den Newtonschen Bewegungsgleichungen Startpositionen und Anfangs-
geschwindigkeiten festgelegt, oder wie im Lagrangeformalismus Start- und Endpositionen.

Ganz ahnlich haben wir es bei der Poissongleichung mit einer Differentialgleichung zweiter Ordnung
zu tun. Deshalb muss man einen Wert am Rand eines geschlossenen Bereichs festlegen. Alternativ
konnte man auch Wert und Gradient am Rand eines offenen Bereichs festlegen.

RANDBEDINGUNGEN

Zwei Arten von Randbedingungen haben einen Namen erhalten, namlich die Dirichlettschen Randbe-
dingungen und die Neumannschen Randbedingungen.

e Dirichlettsche Randbedingungen: Vorgabe das Potentials auf der Oberfliche eines
geschlossenen Bereichs

e Neumannsche Randbedingungen: Vorgabe der Normalkomponente des elektrischen Feldes
auf der Oberflache eines geschlossenen Bereichs. (Neumannsche Randbedingungen legen das
Potential nur bis auf einen konstanten Term fest. Dennoch ist das elektrische Feld eindeutig
bestimmt.)

Nun wollen wir mittels eines Widerspruchsbeweises zeigen, dass diese beiden Randbedingungen
die Losung eindeutig festlegen. Die zu beweisende Aussage ist:

Zwei Potentiale ®1(7) und ®,(F), welche

1. die Poissongleichung fiir dieselbe Ladungsdichte erfiillen
2. am Rand 052 eines Bereichs €2 entweder beide

e denselben Wert oder

e dieselbe Normalkomponente des Gradienten

besitzen

sind entweder identisch oder unterscheiden sich durch eine Konstante.
Beweis: Es sei U(F')d:dle(F') — &,(F) die Differenz der Potentiale.

e Zunachst zeigen wir mit Hilfe der 1. Bedingung, dass U die Laplacegleichung I6st

V() = T, (1) - Paa(r) = £ 4 L=
0 0

e Nun zeigen mit Hilfe der 2. Bedingung, dass auf dem Rand des Gebiets AUV U = 0 gilt, wobei
i der jeweilige Normalenvektor auf der Oberflache von €2 mit der Lange eins ist. Auf der
Oberflache 02 des Gebiets gilt entweder

U(r) = &1(F) — ®2(r) =0

1Eine Differentialgleichung heit gewodhnlich, wenn seine Losungen von einem einzigen Parameter abhingen. Die
Newtonschen Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik sind Beispiele fiir gewohliche Differentialgleichungen.
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oder
AVU(F) = AV®L(F) — AV®O,(F) = 0
Verschwindet einer der Terme, dann verschwindet auch das Produkt, sodass

AUVU =0

e Nun betrachten wir das Integral

/d3r (VU)* = /d%ﬁ (Uﬁu)—/ d*r [UV2U
Q Q Q ~

Ggﬁ/ dA‘ (UﬁU) Rangbed. 0
aQ
Da (VU)? groRer oder gleich Null ist, kann das Integral
3 —d 2
d*r (VU)
Q

nur verschwinden, wenn der Gradient von U, VU, im ganzen Bereich Q verschwindet.

Wegen VU = 0 in Q muss U konstant sein. Da U die Differenz der beiden Potentiale ist,
miissen die beiden Potentiale bis auf eine Konstante identisch sein. g.e.d.

5.3 Quasi eindimensionale Probleme

Nach der Einfiihrung in die Potentialtheorie werden wir im Folgenden einige der wichtigsten Prob-
lemlosungsstrategien kennenlernen.

Eindimensionale Probleme lassen sich auf gewohnliche Differentialgleichungen zuriickfiihren und
sind durch Integration Iosbar. Bei eindimensionalen Problemen hangt die Ladungsdichte nur von
einem einzigen Parameter ab. Obwohl eindimensional Probleme nur eine spezielle Problemklasse
darstellen, spielen sie eine bedeutende Rolle in der Technologie, weil technologische Bauteile aus
moglichst einfachen Strukturen aufgebaut werden. Randeffekte werden nur bei starker Miniatur-
isierung der Strukturen wichtig und kénnen in vielen Fallen vernachlassigt werden. Unter die Klasse
eindimensionaler Probleme fallt zum Beispiel der Plattenkondensator.

Wir betrachten eine Ladungsdichte, die nur in z-Richtung variiert, also
p(r) = p(2).
Um eine spezielle Losung der inhomogenen DGL zu erhalten wahlen wir den Ansatz
Dinn(F) = Pinn(2).

Wir verlangen also, dass die spezielle Losung auch nur von der z-Koordinate abhangt. Da wir nur eine
spezielle Losung der inhomogenen DGL bendtigen, ist die Einschrankung des Ansatzes unerheblich.

Damit kann die Poissongleichung auf eine gewohnliche DGL abgebildet werden.

- . 1
V2®jan(F) = 02Pjnn(z) = —50(2)
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Die Losung erhalt man durch Integration

z
q),‘nh(Z) CD,‘nh(O)Jr/ dz' 62\2, D
0

(D,'nh(O)'f'/ dZ/ (620 (D,‘nh+/ dZH 83
0 0

z! cD!‘nh)

i . 1 [* Z
Poissongl ®;5n(0) + 2z 82| Pinn " / dz’/ dz"p(z")
0 0

Losung der Laplacegl.

Fiir die spezielle Losung der inhomogenen DGL, konnen wir die ersten beiden Terme weglassen.
Sie sind Losungen der Laplaceggleichung. Als Lésungen der homogenen Differntialgleichung konnen
wir solche Terme in der speziellen Losung der inhomogenen DGL beliebig addieren und subtrahieren.

Um die Allgemeine Losung zu erhalten, missen wir die allgemeine Losung ®pop der Laplacegle-
ichung addieren.

1 [? Z
&) =—— / dzl/ dz"p(Z") + Ppom(T)
€0 Jo 0

Da eine Losung der Laplacegleichung in alle Raumrichtungen andern kann, gilt dies nun auch fiir
die Losung der Poissongleichung, obwohl sich die Ladungsdichte nur in einer Richtung andert. Zum
Beispiel kann kann man in einem Plattenkondensater auch ein externes Feld parallel zum Plattenkon-
densator iberlagern.

Besonders einfach wird die Bestimmung der speziellen Lésung, wenn die Ladungsdichten stiick-
weise konstant sind. Dann kann das Potential aus Parabeln zusammengesetzt werden, deren Krim-
mung durch die jeweilige Ladungsdichte festgelegt ist. Die Parabeln werden dann so zusammenge-
setzt, dass sie mit Wert und Ableitung an den Stufen der Ladungsdichte libereinstimmen.

5.3.1 Beispiel Plattenkondensator

Wir betrachten zwei geladene Platten im Abstand d. Die eine Platte wird durch eine Flachenladungs-
dichte o7 in der x — y-Ebene bei z = 0 beschrieben. Die andere durch eine Flachenladungsdichte o,
bei z = d. Eine Flachenladungsdichte ist die Ladung pro Flache o = %

Zunachst stellen wir die Ladungsdichte dar:
o(r) =010(z2) + 026(z — d)
AnschlieRBend integrieren wir die Poissongleichung Schritt fiir Schritt:

2 P2) _ o O2g
b === EO5(2) €05(2 d)]

8,1, (2) = / dz' 820 = —Z2o(z) — 29(z — q)
€0 €0

—0o0

®(z) = /_ dZ'8.d(2') = —Z—;zé(z) - Z—s(z — d)8(z — d)

o1d ox+ 0,

—[6(z) - 8(z — )z +6(z — d) [ 222 + (z—d)
€0 €0 €0
0 fir z<0
=4 2z fir 0<z<d

0
o1d _ o1+02 _ .
- 12%2(z—d) fir d<z

2Wir nutzen die Heavisidefunktion 6(x), definiert durch (x < 0) = 0, 8(x = 0) = % und 6(x > 0) = 1. Beachte,
dass 6(x) = [*_ dx' §(x").
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AP

Abb. 5.3: Ladungsdichte, elektrisches Feld und Potentialverlauf im Plattenkondensator mit entge-
gengesetzen Ladungen. Beachte dass das elektrische Feld und das Potential nur spezielle Losungen
der Differentialgleichungen sind.

Betrachten wir nun den interessanten Fall, dass die Gesamtladung des Kondensators verschwindet,
d.h. 0y = —0, = —QA, wobei Q die Ladung auf der zweiten Platte und A die Flache einer Platte ist.
Wir machen die zusatzliche Annahme, dass keine aulBeren elektrischen Felder auf den Plattenkonden-
sator wirken.

e Das elektrische Feld im Innern des Kondensators ist

EZ :O']_/EO = _607

Das elektrische Feld zeigt von der positiv geladenen zur negativ geladenen Platte.
e AufBerhalb des Kondensators ist das Potential konstant und das elektrische Feld verschwindet.

e das Potential macht eine Stufe (von der einen Seite z < 0 auf die andere Seite z > d des
Kondensators) der Hohe
_od _ Qd

AP = = ——
€0 AEQ

Der Sprung des Potentials entspricht der angelegten Spannung U = A®

d Q
U=—Q=—= 5.4
AEQQ C ( )
Man kann also aus der Spannung U die Ladung auf dem Kondensator bestimmen. Die GroRe
C = % ist die Kapazitat des Plattenkondensators.

Definition 5.1 KAPAZITAT
Die Kapazitat gibt also die Ladung an, die pro angelegter Spannung im Kondensator gespeichert

wird.
Q=CU (5.5)
Die Kapazitit eines Plattenkondensators mit der Flache A und dem Plattenabstand d ist
€0€ A
C= :
g (5.6)

Editor: Der Urspung des ¢, ist hier nicht erklart.

5.4 Methode der Bildladungen

Die Methode der Bildladungen ist ein Beispiel fiir eine etwas uniibliche Technik in der theoretischen
Physik: Man geht von einer Losung aus und sucht sich dafiir ein Problem. Speziell ist die Methode
der Bildladungen auf metallische und dielektrische Oberflichen mit einer einfachen Form anwendbar.
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Zunachst betrachten wir einen Leiter. Ein idealer Leiter ist ein Modell eines Metalls, bei dem die
Elektronen frei verschiebbar sind. Das elektrische Feld in einem Leiter verschwindet, wenn das System
im Gleichgewicht ist. Andernfalls wiirden Krafte auf die Ladungen wirken und diese verschieben. Also
ist das elektrostatische Potential in einem Leiter konstant. An der Oberflache ist das Potential stetig,
weist aber im allgemeinen einen Sprung in der Ableitung auf. Der Sprung in der Ableitung wird durch
Oberflachenladungen verursacht.

IDEALER LEITER

In einem idealen Leiter sind die Ladungen beliebig verscbiebbar. Es wirken also keine Krafte auf die
Ladungen im Innern eines idealen Leiters, d.h. F = gE = 0. Dashalb gilt im Innern eines idealen
Leiters

E(F)=0 ®(7) = konst.

Ist das Potential im Leiter konstant, dann verschwindet auch die Parallelkomponente des elek-
trischen Feldes auf der Oberflache, da sich ja sonst das Potential entlang der Oberflache dndern
wiirde. Die Feldlinien stehen also senkrecht auf der Oberflache eines idealen Leiters.

Nun untersuchen wir das Potential einer Ladung vor einer ebenen Oberflache eines idealen Leiters.
Ein praktisches Anwendungsbeispiel ist die Bestimmung der Austrittsarbeit eines Elektrons, wenn es
aufgrund einer optischen Anregung oder eines angelegten elektrisches Feldes aus der Oberflache das
Material austritt. Dieses Problem tritt im Rastertunnelmikroskop, bei Photoemmissionsexperimenten,
beim Feldionenemikroskop. Es spielt auch beim Elektronentransport an Metall-Halbleitergrenzflachen
eine wichtige Rolle.

Im Halbraum oberhalb der Oberflache entspricht die Losung der einer Punktladung um freien
Raum. Die Randbedingungen auf der Oberflache verlangen, dass die Feldlinien senkrecht auf der
Oberflache stehen. Diese Randbedingungen werden aber auch von zwei entgegengesetzen Punkt-
ladungen erfiillt, wovon eine genau an der Oberflache gespiegelt ist.

Wir betrachten also ein Potential von zwei Ladungen mit den Ladungen g; und g» = —@g1 an den
Positionen
0 0
n=1|0 =10
d —d

Die Oberflache ware gerade die x-y Ebene.
Das Potential dieser Ladungen ist

d1 (€]
do(1r) =
o(r) dmeg|F — | Ameo|r — 7

_ 1 1
- 4meo <\/x2+y2+(z—d)2 \/x2+y2+(z+d)2>

Es lasst sich leicht liberpriifen, dass das Potential auf der Oberflache verschwindet. Damit ist es im
oberen Halbraum identisch mit dem Potential einer Ladung oberhalb der Oberflache eines metallischen
Leiters. Innerhalb des Leiters ist das Potential konstant und gleich Null.

. q1 ! .
®(r) = 8(2)®o(r) = 7 -6(2) <\/x2 2+ (z—d2 eyt (z+ d)2>

Die Heaviside funktion® 0(z) setzt das Potential im Halbraum z < 0, der vom Leiter ausgefiillt wird,
auf Null.

3Die Heavisidefunktion oder Stufenfunktion ist durch 8(x < 0) = 0, 6(0) = % B(x > 0) = 1 definitert.
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<+— Metall—/—==+— Halbleiter —l;

r

Abb. 5.4: Schematische Darstellung der Zustande an einer Metall-Halbleiter Grenzflache. Die Metall-
Halbleiter Grenzflache bildet eine Diode, also einen Gleichrichter. Die mit Elektronen besetzten
Zustande sind blau und die unbesetzten Zustande sind gelb eingezeichnet. In der Bandliicke des
Halbleiters gibt es keine ausgedehnten Zustande. Leitungselektronen, die in den Halbleiter eindringen,
miissen eine Barriere tiberwinden, um in das Leitungsband des Halbleiters zu gelangen. Diese Energie
muss durch thermische Energie zu Verfiigung gestellt werden. Der Strom ist proportional zu e=®/ksT
Diese Barriere wird durch das Bildladungspotential abgesenkt (orange Region und kleiner Pfeil),
wodurch der Strom erhoht wird. Bei der experimentellen Bestimmung der Barriere aus dem Strom,
muss also der Bildladungsanteil mit beriicksichtigt werden. Die Verarmungsregion des Halbleiters ist
hier nicht beriicksichtigt.

Analog kann die Austrittsarbeit beschrieben werden, die Barriere flir den Austritt eines Elektrons aus
dem Metall ins Vakuum. Dabei wird der Halbleiter durch das Vakuum ersetzt. Das Valenzband wird
entsprechend durch die Energien der Positronen ersetzt werden. Die Bandliicke entspricht gerade der
doppelten Nullpunktsenergie, d.h. 2me.c?.

Aus dem Potential konnen wir mit Hilfe der Poissongleichung die Ladungen bestimmen. Wir
erkennen sofort, dass sich auf der Oberflache des Leiters eine Flachenladung ausbildet, wahrend das
Innere des Leiters ladungsneutral ist.

0= —60V2¢
= —&V? (6(2)®0(7))

= —¢ (629(2)) Go(F) +2 (?9(2)) (ﬁcbo(ﬁ)) +6(z) 624)0(?)

—_— ~— ,

=0 fiir z£0 =0 fiir z=0 =h5(z) :7;%5(?771) fiir z>0
= qu6(F — 71) — 2€06(2) IV Do (F)
= q16(F — 11) — 2€06(2)0;Po(7)

—d +d
3+ 3

\/x2+y2+d2 \/X2+y2+d2
ad__ 62)

™ /X2+y2+d23

In dieser Ableitung ist /7 der Normalenvektor mit Lange 1 auf der Oberflache.

= @d(F—7) - 5-6(2) | -

= 015(F* Fl) -



5 POTENTIALTHEORIE AM BEISPIEL DER ELEKTROSTATIK (11H) 57

Es bildet sich also eine Oberflachenladung auf der Oberflache des Leiters aus.
Die Methode lasst sich aulser auf ebenen Leiteroberflachen auch noch auf leitende Kugeln ausweiten.

5.5 Fouriertransformation

Der Leser sei angehalten sich nun mit der Fouriertransformation im Mathematischen Anhang von
Band | vertraut zu machen.

Die Fouriertransformation ist eines der bedeutendsten mathematischen Verfahren sowohl fiir an-
alytische als auch fiir numerische Probleme.

Sie eignet sich besonders bei fast homogenen Systemen oder bei periodischen Problemen wie
einem Festkorper. In einem kristallinen Festkorper sitzen die Atome auf einem reguldren Gitter.
Deshalb ist die Ladungsdichte periodisch.

Wir stellen sowohl die Ladungsdichte als auch das Potential als Fourierreihe dar:

Beachte dabei, dass p(7) und p(k) zwar dasselbe Objekt, namlich die Ladungsdichte, beschreiben,
aber ganz andere Funktionen sind, da die Grossen von unterschiedlichen Argumenten abhangen.
Dasselbe gilt fiir .

Nun wollen wir anhand der Poissongleichung einen Ausdruck fiir d)(/?) bestimmen.

3 T~ 3 o o
V20(7) = T2 [ / (ZW;CD(/?)e’”] - / %GD(k)V%’”

d3k d*k

- 7(27r)3¢(/?)(//_€)2e"k?= n)

[~Ra (k)|
Wegen der Poissongleichung gilt aber

- 1
VI(F) + —p(F) = 0
0

/(37353 [_;2¢(;)] eiEF_/(g:&:Op(/?)e’?F: 0
/(Z:; [—I_&q)(/?) + elop(/‘(’)] ok _

Da ebene Wellen linear unabhangig sind, miissen die Vorfaktoren Term fiir Term verschwinden. Daher
erhalten wir den gewiinschten Zusammenhang

POISSON GLEICHUNG IM FOURIER RAUM

ist die Gesamtladung, wie man sieht, wenn man in der Darstellung

o) = [ &r p(rre ¥
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k gegen Null gehen lasst.

Die Divergenz hat seinen Ursprung darin, dass das Potential einer Punktladung p(/? = 0) iiber
den Raum integriert unendlich wird.

1 1 o 1 171 90
/d3r = —4%/ drr’= = = {frz} =00
dmeg|F]  4meq 0 r el2 lJo

Nur wenn die Gesamtladung verschwindet, heben sich die divergierenden Beitrdge gegenseitig weg.

Die Divergenz an sich ist deshalb nicht weiter storend. Problematisch wird die Angelegenheit nur,
wenn bei der Riicktransformation des Potentials

o[ Bk e [ Pk 1 p(k) i
°0) = [ G @ = [ G

das Integral nicht definiert ist.

5.6 Methode der Greenschen Funktionen

Die Methode der Greenschen Funktionen ist eine Methode um inhomogene Differentialgleichungen
zu vereinfachen.

5.6.1 Beispiel Poissongleichung

Die Methode der Greenschen Funktionen basiert auf der folgenden Idee, die wir anhand der Pois-
songleichung V2® = — X p demonstieren.

Zunachst bestimmt man die Greensfunktion indem man die Inhomogenitat durch eine Deltafunk-
tion ersetzt. Die Greensfunktion hangt nicht nur vom Ortsargument, sondern auch vom Ort der
Deltafunktion ab.

V2G(F.r) =6(F—1)
Diese Gleichung lasst mittels VQﬁ = —4m(F) sofort hinschreiben:
- -1
G(r,r)= ———=
4t|F— 1|

Anhand der Differentialgleichung fiir die Greensfunktion, lasst sich zeigen, dass die Losung der
inhomogenen Differentialgleichung, der Poissongleichung durch

»(F) = /d3r’ G(7.r) <p(€§)>

gegeben ist.
Der Beweis ist einfach:

V20(r) :ﬁz/d3r' G(F, /) (-‘@) = /d3r’ V2G(7.7)] <—p(j)>
0 0

:/d3r’ 5(F— 1) <_p(ﬁ)> _ A0
€0 €0
g.ed.

Die Integralform des Potentials Gl. 4.7 erhdlt man also aus der Poissongleichung mit Hilfe der
Methode der Greenschen Funktionen.*

4Beachte dass wir damals die Integralform des Potentials aus dem Coulombgesetz abgeleitet haben, um daraus
die Poissongleichung zu erhalten. Postuliert man umgekehrt, wie sonst iblich, die Maxwellgleichungen, kann man wie
hier gezeigt, die Integralform ableiten. Haufig wird jedoch dabei der Begriff der Greenschen Funktionen nicht explizit
erwahnt.
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5.6.2 Beliebige lineare inhomogene Differentialgleichungen

Das Prinzip lasst sich auf beliebige lineare, inhomogene Differentialgleichungen verallgemeinern. Eine
lineare, inhomogene Differentialgleichung lasst sich immer in der folgenden Form schreiben

D(x;, 8, )f(X) = I(X)

Dabei ist D ein Differentialoperator. Das Hiitchen macht deutlich, dass es sich hier um einen Operator
handelt. Man stelle sich eine einfache Funktion D(x;, y;) vor. Nun ersetzt man y; durch die Ableitung
nach x;. Diese Ableitung wirkt auf alles was dahinter steht, also auch auf die Funktion, auf die der
Operator angewandt wird. Auf diese Weise entsteht aus ¢(X) eine neue Funktion.

Zum Beispiel wird aus D(X,y) = y? der Laplaceoperator D(X,V) = V2. Wenden wir den
Differentialoperator auf das Potential f = ® an, wird daraus wieder ein sinnvoller Ausdruck V2® (7).
Der Term /(X) ist die Inhomogenitét. Im Falle der Poissongleichung ware /(7) = —%:).

Nun bestimmen wir die Greensfunktion

DG(X, %) =6(X—X)

und erhalten dann die Losungen mit jeder beliebigen Inhomogenitat als
f(X) :/dde(Y,Y’)/(Y’)

5.6.3 Analogie mit linearen Gleichungssystemen von Vektoren

Es gibt eine Analogie zu Matrizen. Seien D eine Matrix und I sowie f Vektoren. Dann kénnen wir
das Gleichungssystem

Df =T
I6sen, indem wir zunzchst die Matrix D invertieren
GD=1 = G=D"
und anschlieBend mit dem Vektor rmultiplizieren
f=GI

Der Unterschied zwischen dem Matrixbeispiel und dem mit Funktionen ist nur dass der Funktionswert
X in einen Satz diskreter Indizes i = 1,2, ... Ubergefiihrt wird. Beachte dass die Matrixelemente der
Einheitsmatrix 1 gerade durch das Kronecker-Symbol §;; ausgedriickt wird. Die §-Funktion, welche
in der Definition der Greensfunktion auftritt, kann als Verallgemeinerung des Kroneckersymbols auf
kontinuierliche Indizes angesehen werden, genauso, wie eine Funktion aus einem Vektor entsteht wenn
man die Indizes kontinuierlich macht.

0-Funktion

5.7 Multipolentwicklung

Woaihrend sich die Fouriertransformation fiir fast translationssymmetrische Probleme eignet, ist die
Multipolentwicklung besonders fiir Probleme mit einem ausgezeichneten Zentrum geeignet. Zum
Beispiel mag uns das Potential im Fernfeld einer lokalisierten Ladungsdichte wie der eines Molekiils
interessieren.

Ist die Ladungsdichte in einem Bereich €2 lokalisiert, dessen Ausdehnung klein gegeniiber dem
Abstand ist, an dem wir das Potential bestimmen wollen, konnen wir die Ausdehnung als kleinen
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Parameter betrachten und eine entsprechende Taylorentwicklung ansetzen.

qD(F‘):/Qd3r/ p(i;)

47reo|r—r7|
:/d3r’ Er) —
Q 4meo|(F— R) — (7 = R)|

Dabei sei R ein beliebiger Aufpunkt im Bereich Q. Es sei |/ — R| << |[F— R].

Eine Koordinatentransformation, die den Aufpunkt R in den Ursprung verschiebt, vereinfacht das
Problem ohne Einschrankung der Allgemeinheit. Im folgenden gilt also R =0
Nun wollen wir noch einige Nebenrechnungen durchfiihren, die spater benotigt werden.

2

1
J J

N

=V = (5.8)
alA" =2 At = nlfnr (5.9)
|71
1 a59 ( X ) -3 -3
0i0i—= = 0i|—=5 | =—00ix) |17 — x0i|F
J ‘F] ‘FP ( J) |_“ Y |_1
Gl. 5.9 — —
=" —0i,1717% = % (=371 5ﬂ)
3xix; — 6,72
= AT = x (=3 2 = 2N T 0T
| 3F@F—17
=>VeVs = ———— 5.10
7 7 (510)

Im folgenden benctigen wir die Taylorentwicklung
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TAYLORENTWICKLUNG

oo

mm:ﬂ%+Aa:§:mva|Yf (5.11)

n=0

Dabei hat A7 den Wert Ar¥ = r— 1y, wird aber als Zahl betrachtet. Das bedeutet, dass der Gradient
AF als Konstante und nicht als Funktion von 7 betrachtet.
In Komponenten erhalten wir

F(7) = (7% + AF)

. 1 .
= F(Ro) + D A O, f+5 Y Ardr; 85|, f + O(AF)?
i iJj

(5.12)

Nun entwickeln wir entsprechend

=i r‘ um Fin 7. Wir ersetzen in Gl. 5.12 f(F) = Ar— —r
und rp — 1.

Gl. 5.9,5.10 1 1 L, 3xix; — 6T
— = —|— X! /=2y
|F— r/| Z( )( |“|3> ZJ 17 ‘F]5

- +Z ’|13+ Z<3xx o) TFIX;”L (5.13)

Den letzte Schritt verdeutlicht man sich am Besten, indem man die beiden Beitrage des letzten Terms
einzeln betrachtet:

E X/x] (3xix) — 07 E 3%/ X[ XiX; — E bijxix| | 7
iJ

r’2

-2 =2

— I sexc: — ! X — UV S e

= E 3X; X;XiXj — E 0i jXiXj = E <3x,xj 0ijr )x,xj
iJ iJ iJ

%,_/
FQ

Nun setzen wir die Taylorentwicklung in den Ausdruck fiir das Potential ein und erhalten

L1 ,
) = ey | SO ﬁ

1 - r .

— d3/ 7 d3/ A
yr / r'o(r')  + 747T/€0|ﬂ3/ ro(r')r
| — —_————

Monopol Dipol
1 X;Xj 3 - -2
-~ E d>r’ o(r' (3x-’x{ — 0t )
EEy e | €7 M0 (355 - 87) +

Quadrupol
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MULTIPOLE
Das Potential kann also in der Form
. 1 g pr 1 rif
0} = _ - P AT 5.14
)= e\ " [ T3 2 e 514
~ = J
1 o1

dargestellt werden, wobei die Multipole g, o, Q nur von der Ladungsverteilung abhangen.

e Monopol Gesamtladung

q= / A ro(P) (5.15)
« Dipol
ﬁ:/ﬁ%mmf (5.16)
e Quadrupol
Q- /d3rp(F)(3F® Fo1P) (5.17)

Der Quadrupol ist ein spurloser Tensor.

Beachte, dass die Beitrage der hoheren Terme der Entwicklung bei grolen Abstanden immer
schneller mit dem Abstand kleiner werden. Das Fernfeld des Potentials ist also durch die niedrigsten
Multipole eindeutig bestimmt.

Dartiber hinaus kann man die Taylorentwicklung im Prinzip beliebig weit treiben und damit beliebig
genau machen. Dies zeigt, dass das Potential einer lokalisierten Ladungsdichte im Aulenbereich
eindeutig durch die Gesamtheit seiner Multipole bestimmt wird. Die Form der Ladungsdichte ist also
fiir den AuBenbereich unerheblich, sondern nur deren Multiplolmomente.

Punktmultipole

Es ist haufig hilfreich die Ladungsdichte von punktformigen Multipolen zu kennen, weil sich damit
recht leicht hantieren lasst. Mit Hilfe der Multipolentwicklung konnen wir dann eine Ladungsdichte
durch Punktmultipole ersetzen. Im Aulenbereich der Ladungdichte erzeugen diese dann dasselbe
Potential wie die urspriingliche Ladungsdichte.

Punktmonopol

Die Ladungsdichte eines Punktmonopols ist gerade die §-Funktion

pmon(F) = qé(’?f ’70)

Punktdipol

Um die Ladungsdichte eines Punktdipols zu bestimmen, betrachten wir
einen Dipol aus zwei Punktladungen +q und —gq, die in einem Abstand d
angeordnet sind. Diesen Abstand lassen wir anschlieBend zu Null gehen. —-q +q

Die Ladungsdichte eines solchen Dipols am Ort 7 ist @_e
|—*>
d
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M) - (7~ (7~ 5d)  (5.18)

N

paip(F) = lim qd(F — (7o +
|d|—0

Diese Punktladungsdichte besitzt keinen Monopol, aber einen Dipol und auch hohere Multipolmo-
mente. Wir bestimmen das Dipolmoment dieser Punktladungsverteilung

p= [ &1 pan((7- 1)

Nun bilden wir den Grenziibergang \cﬂ — 0, wobei der Dipol der Ladungsdichte konstant bleibt.

Das erreichen wir indem wir die Ladung und den Abstandsvektor als Funktionen eines Skalierungs-
faktors X\ auffassen, der im Grenzfall verschwindet.

dX\) = 2p
a(x) =

> =

Wir iiberzeugen uns, dass das Dipolmoment fiir jeden Wert von X gleich f ist.

Die Ladungsdichte eines Punktdipols pgij, ist eine Distribution, die wir, wie bei der Definition der
0-Funktion Uber das Integral mit einer beliebigen Funktion f(F) definieren.

a(™)
1 P P
3 o~ /= GlL518 . 3 1 = P\ s i (P
/d r f(Ppqip(F) = )I\@O/d r f(F) X [5(r (r0—|—>\2)) o(F— (% >\2))
= lim 1 (7 —l—AE)— f(—(r% —Ag))
TS0 0 2 0 2
Taylor . l = 2
=7 Jim = M V] f +O0(?)]
= pVisf

[ ra- i

[ i)~ [ ropvs- )

=0(GauR)

[ @ [-595( - )]

Da die Identitat fiir beliebige Funktionen f(7) erfiillt ist, folgt daraus der folgende Ausdruck fiir die
Ladungsdichte eines Punktdipols pgip(7).

LADUNGSDICHTE EINES PUNKTDIPOLS

Die Ladungsdichte pqip(F) eines Punktdipols mit Dipolmoment pam Ort 7 ist

Pdip(F) = —p V&(F — 1) (5.19)
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Um zu zeigen dass dies tatsachlich ein Punkdipol ist muss man noch nachweisen dass alle anderen
Multipole fiir die Ladungsdichte pg4i, verscheinden, was sich leicht durch Einsetzen nachweisen Idsst.

Punktquadrupol (Heimstudium)

LADUNGSDICHTE EINES PUNKTQUADRUPOLS

Die Ladungsdichte pquaq(F) eines Punktquadrupols mit dem Quadrupolmoment Q am Ort 7 ist

pquad Z Quaaé(r - rO)

/_]l

Q muss die Eigenschaften eines Quadrupoltensors besitzen, nimlich symmetrisch, d.h. @ = QT, und
spurlos, Sp[Q] = 0, sein.

Die Herleitung ist analog zu der des Punktdipols. Wir beschranken uns hier darauf das Resultat
zu iberpriifen, indem wir zeigen dass das Quadrupolmoment dieser Ladungsdichte, im folgenden @,
gerade mit der Matrix Q Ubereinstimmt, welche die Ladungsdichte definiert. Dabei setzen wir voraus
dass @ = Q" und Sp[Q] = 0.

Q= /d3r Pquad(F) (3F® F— 17°)

3
/d3r é > Qi006(F—R)| [3FeF— 17

iJj=1
1 3
- Z / © 7~ 17%) 8:8;6(7 — o)
3

@\'—‘

Z /d3r5r—ro)88[3r®r—1 %]

3
1
Qk/zng/J/d r 6(F — 10)8:0; [3xkx1 — 1s (54 + x5 + x3))]

ij=1

3
1
= 6 Z Q,J/d ro(F—r)o; [351 kX| +35J Xk — 5k,l2xj]

ij=1

3
1 .
= 6 E Q,J/d I’é(l’*l’o) [35J ké,/+35j /6,k 5;(,/26/,_/]

ij=1
1 [ - _ oy
=z l?aQ/,k + 3Q)k — Ok ; Qi,:]

Nun nutzen wir die Eigenschaften des Quadrupolmoments aus, denen Q geniigen muss, namlich dass
es ein symmetrischer, spurloser Tensor ist. Damit erhalten wir Q = Q was zu beweisen war.

Spezielle Punktquadrupole

Einen allgemeinen Quadrupol kann man sich aus elementaren
Quadrupolen zusammensetzen. Fiir einen solchen elementaren
Quadrupol betrachten wir drei Ladungen wovon sich zwei gleiche +q -2q

+q
o—(-—©
a»
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Ladungen am Ende einer Linie befinden und zwei entgegengesetze
Ladungen in der Mitte. Die Lange der Verbindungslinie lassen wir
anschlieBend, analog zum Punktdipol, gegen Null gehen. Dabei
normieren wir das Quadrupolmoment so dass seine Determinante
gerade 1 ergibt. Der Einfachheit halber legen wir das Zentrum
des Quadrupols in den Ursprung.

—

. 1
Pauaa(F) = lim [qa(F— L)~ 2q8(7) + ao(F +
|d]|—0 2

J)] (5.20)

N =

Das Quadrupolmoment des entsprechenden elementaren Quadrupols ist

Q2 / 1 pausa(P) (372 7= 17%) @ 2% im T (3d@ d- 1)
|d|—0

Die Bedingung det Q = 1 fiihrt auf g(|d]) = 4/(v/2|d]?).
Zeigt d in x-Richtung, dann ist das Quadrupolmoment

e 20 0
Q= lim —=|0-10
|d\a0\/§ 00 —1

Zeigt d in Diagonale in der xy-Ebene, d.h. d = (12, £v/2,0) dann ist das Quadrupolmoment

350
dll3V2(&+é, 1
Q" (2 0
|d|—0 00 —1
Uberlagern wir zwei elementare Quadripole, von denen der Vektor Jl = (1,0,0) des einen
Quadrupols mit g1 = +q in x-Richtung und der des anderen, d> = (0, 1,0), in y-Richtung zeigt.
Dabei soll der zweite Quadrupol gerade die umgekehrte Ladung g» = —q besitzen.
300
Q=1Im —=10-30
-0 V2 000

Beachte, dass die Determinante dieses Quadrupols verschwindet.

5.8 Kugelflaichenfunktionen

Neben der Fouriertransformation spielen die Kugelflachenfunktionen eine ganz besondere Rolle. Sie
kommen bei fast zentralsymmetrischen Problemen zum Einsatz. Die Kugelflachenfunktionen bilden
einen vollstandigen und orthogonalen Basissatz im Raum der Winkel.

Die elektronischen Wellenfunktionen in der Atomphysik lassen sich nach ihren Kugelflachenfunk-
tionen charaktersisieren. Wann immer wir iber s-, p- oder d-Elektronen sprechen, bezeichnen wir
damit implizit Kugelflachenfunktionen.

5.8.1 Eigenschaften der Kugelflaichenfunktion

Ich werde hier zunachst die wichtigsten Eigenschaften aufzahlen:
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EIGENSCHAFTEN DER KUGELFLACHENFUNKTIONEN
e Die Kugelflachenfunktionen Y ,,(F) hangen von zwei Indizes ab. Der Bereich der der Indizes ist
£=0,1,2,... m=—£—£+1,..., L—1,¢

Die Kugelflachenfunktionen hangen nicht vom Betrag |F] ab sondern nur von der Richtung.
Deshalb kann man sie auch als Funktion von zwei Winkeln darstellen: Y; ,,(0, ¢).

e Die Kugelflachenfunktionen sind durch zwei Eigenwertgleichungen definiert

(F X V)Yom(F) = =L+ 1)Yom(F) (5.21)
(7 X V) Yem(F) = imYem(7) (5.22)
e Orthogonalitat:
j{ dAYZmYe’,m’ = ffée,e@m,m/ (523)
|ﬂ re

Die Kugelflachenfunktionen sind orthogonal

e Entwicklungssatz:

00 L
F(7) =2 > Rem(I7)Yem(7) (5.24)
£=0 m=—¢
o Run() = [ R Pl (5.25)
:/d3r f(ﬁmfm(ﬁ)é(mwwo (5.26)

Jede Funktion lasst sich als Superposition von Kugelflachenfunktionen und ihnen zugeordnete
Radialfunktionen darstellen. Dieser Ausdruck ist analog zur Riick- und Vorwartstransformation

bei der Fouriertransformation, nur dass die Transformation hier auf dem Winkelraum stattfindet.
5

e Darstellung in Polarkoordinaten

ve,m<e,¢>=\/ 2L Rcos®) e (5.27)

zugeordnete
Legendrepolynome

Ye-m(8,¢) = (=1)"Y; (6. ¢) (5.28)

5Beweis des Entwicklungssatzes.

[ vint )5('1]2'”')2 S Remr (70Ye s (7))

2=0m'=—¢
[ drdA ()
5 |F| Irl
- Z Z / ( )Re/m(\rﬂ)fd“nm(r'm/ w (17
=0m'=
r 6“/5,,,',,,/
= RZ,m('ﬂ)

Dieser Beweis enthalt noch nicht den Beweis der Vollstandigkeit, ndmlich dass sich jede Winkelabhadngigkeit durch
Kugelflachenfunktionen darstellen lasst.
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Die zugeordneten Legendrepolynome, werden aus den A?
Legendrepolynomen ermittelt. Die Legendrepolynome
und die zugeordneten Legendrepolynome lassen sich :
mittels Rekursionsgleichungen bestimmen. Dabei ist 9 y
es wichtig, die Rekursionen in der richtigen Richtung '
anzusetzen, weil sie in die eine Richtung numerisch im-
mer genauer, in die andere Richtung aber sogar instabil
wird. Eine Beschreibung findet man in den Numerical
Recipes[7].

Kubische Kugelflachenfunktionen

Zusatzlich zuﬁden regularen Kugelflachenfunktionen gibt es auch die reellen oder kubischen Kugelflichen-
funktionen Y; ,(7)

Yom = V2Re[Yym(]
%,—m = ﬁlm[yl,lml]

Das Zeichen Re(x) bezeichnet den Realteil von x und das Zeichen Im(x) seinen Imaginarteil.
Fir die kubischen Kugelflachenfunktionen gelten weiterhin

e Orthogonalitat
e Entwicklungssatz

e die Eigenwertgleichung (7 x V)2V, = £(£ + 1)¥y,m gilt auch fiir die Kubischen Kugelflachen-
funktionen, aber die zweite gilt nicht. Also (Fx V),Yom # MmYem.

reell
e m %m(r) n,m
_1 _1
0 0 vVam Vam
11 1 3 x+iy 3 x
4m|rl 4w |r]
3 z 3 z
110 1 Wam i A
1 1 3 (x—iy) 3y
4T |7 4 |7
2 2 15 x*+y?+2ixy 15 x>+y?
327 2 321 2
2 -1 15 xz+iyz 15 xz
8w 2 8w 2
5 3z2-r? 5 3z2—r?
2 0 16w 72 16w 2
15 xz—iyz 15 yz
2 +1 8w 2 8m 2
15 x2+y?—2ixy 15 xy
2| +2 327 2 8m 2

Polardarstellung der Kugelflachenfunktion
Kugelflachenfunktionen werden haufig durch keulenartige Obekte dargestellt. Die Oberflachen sind

durch ﬁ\’g,m(r) = +1 definiert. Der Abstand von Ursprung gibt die Groke der Kugelflachenfunktion
an.

5.8.2 Poissongleichung in Kugelflichenfunktionen

Unser Ziel ist es wiederum, die Poissongleichung

- 1
V2 = ——p
€0
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Abb. 5.5: Kubische Kugelfachenfunktionen: Die Darstellung entspricht der Oberfldache, welche durch
||—:’E‘\/g'm(l7)| = 1 definiert ist. Fiir einen gegebenen Winkel, ist der Abstand der Oberflache vom Ur-

sprung gleich dem Absolutwert der kubischen Kugelflachenfunktion. Die unterschiedlichen Grauttne
enstprechen den unterschiedlichen Vorzeichen der Kugelflachenfunktionen.

Abb. 5.6: Polarkoordinatendarstellung einer reellen Kugelflachenfunktion (cos(y)). Beachte, dass
Realteil und Imaginarteil einer komplexen Funktion getrennt dargestellt werden miissen.

zu losen.
Der Laplaceoperator V2 lsst sich in der folgenden Form darstellen:

= 1 1 -
2 2 = 2
- 2
|F,|<9rF’|—i—|F12(r><V) (5.29)
Diese Identitat ist in Anhang F auf S. 247 hergeleitet. Dabei ist
def r =
a,_mv (5.30)

die Radialableitung.

Diese Darstellung des Laplaceoperators erscheint umstandlich, erlaubt aber eine Trennung in
Winkel und Radialteil, was die Anwendung auf eine Kugelflachenfunktionenentwicklung vereinfacht.
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Betrachten wir also eine beliebige Funktion, die als Produkt eines Radialteils Ry ,(]7]) und einer
Kugelflachenfunktion darstellbar ist.

f(F) = Re.m(|71)Ye.m(F)
Eine Entwicklung in Kugelflachenfunktionen wird aus solchen Produkten aufgebaut.

e Zunachst betrachten wir den Teil des Laplaceoperators Gl. 5.29, der nur die Radialableitungen
enthalt. Dabei konnen wir ausnutzen, dass die Radialableitung der Kugelflachenfunktionen
verschwinden, da letztere nur vom Winkel aber nicht von Abstand abhangen.

1 1
763|F1R€,myl,m = —8, (ar"?IRZ,m) Yl,m =+ ‘FIRZ,m (6ryé,m)
71 71 —
1 2
a1 (ar ‘FIRZW) Yl,m + (6r|F1RKm) (arylm)
|71 N
=0
Yo | = 0?AIR
- é,m |F»| r Z,m

e Nun betrachten wir den Anteil von Gl. 5.29, der nur die Winkelableitungen 7x V enthalt. Dabei
profiteren wir davon, dass die Winkelableitung nicht auf den Radialteil wirkt, weil der Gradient
des Radialteils parallel zu 7 ist, sodass das Kreuzprodukt ' x VR verschwindet.

1, - 1 el L
mﬁ(f x V) [RemYem] = m—z(r x V) [(Fx (VRem)) Yom + Rem ((FX V)Yem)
~—_———
-0
1], L
= (Fx (VRem)) Yom + Rem ((Fx V)?Yom)
=0 =—L(L+1)Yym

Im letzten Schritt haben wir die Eigenwertgleichung der Kugelflachenfunktionen eingesetzt.

Nun stellen wir Potential und Ladungsdichte als Kugelflachenfunktionenentwicklung dar:

00 14
() =D Y bem(I7)Yem(P)

£=0 m=—¢
9 14

oM =33 pemllA)om(P)
£=0 m=—¢

Beachte hier, dass wir die Symbole fiir die Ladungsdichte p(F) und seine Radialteile pg ,(|F]) nur
durch die Indizes unterscheiden.
Einsetzen in die Poissongleichung liefert

=3 3 [T OunlmYin) + S ounYen(7)

=3 3 ven® | (750810 - S50 ) dun() + L pum(7)]

£=0 m=—¢
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Wenn die Poissongleichung im ganzen Raum gilt, dann missen wegen dem Entwicklungssatz die
Radialgleichungen fiir alle Komponenten erfiillt sein. Also gilt fiir alle £, m

RADIALGLEICHUNGEN DER POISSONGLEICHUNG

(iagr - 2(4 s 1)) ¢£,m(r) = —%Pe,m(f)

2

Da diese Gleichungen nur noch vom Betrag von 7 abhdngen fiihren wir die Radialkoordinate r = |7
ein. Beachte, dass 8,f(r) gerade die Ableitung von f nach r ist. Der Leser mag dies mit Hilfe der
obigen Definition lberpriifen.

5.8.3 Greensfunktion der Radialgleichung

Im Folgenden werden wir diese Gleichungen mit Hilfe der Methode der Greensfunktionen I6sen. Die
Greensfunktion ist durch

1 £(L+1
(rafr - (/’2)> Gom(r,ro) =0(r — ro) (5.31)
definiert. Ist die Greensfunktion bekannt, erhalten wir die Lésung der radialen Poissongleichung als

Ge.m(r) = /0Oo dro Gem(r, ro)—pz,ein;(fo) (5.32)

wovon man sich durch Einsetzen liberzeugen kann.
Um die Greensfunktion aufzustellen bendtigen wir zunachst die Losungen der homogenen Differ-
entialgleichung, der Laplacegleichung.

Homogene DGL

Die Greensfunktion ist eine stiickweise Losung der homogenen DGL. Deswegen bestimmen wir
zunachst deren Losungen.
Als Ansatz eignet sich eine Potenz.

Ge.m(r) =r"
0= {16% - 2(2—52- 1)} r’
r r

=[(n+1)n—LL+1)]r"?2
O0=(n+1)n—L(L+1)

Die zwei Losungen fiir nsind n=£4und n=—¢ — 1.
Die Losung der homogenen DGL ist also

Gom(r) = Arf + Br 41
Beachte aber dass die Losung fiir B # 0 einen Pol bei r = 0 aufweist. Eine solche Lésung missen wir

als Losung der Laplacegleichung ausschliessen, weil sie am Urspung nicht differenzierbar ist. Diese
Losungen fiihren uns aber aber auf die Potentiale von Punktmultipolen.
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ALLGEMEINE LOSUNG DER LAPLACE-GLEICHUNG

Die Allgemeine Losung der Laplace Gleichung lasst sich als immer in der Form darstellen

q)hom(F) = ZAK,m|’:1[n,m(F)
4,m

Diese Form ist niitzlich, um aus einer gegebenen speziellen Losung der Poissongleichung die allgemeine
Losung zu ermitteln.

Inhomogene DGL fiir die radiale Greensfunktion

Daraus bilden wir einen Ansatz fiir die inhomogene DGL. Die Losung wird dadurch eingeschrankt,
dass sie am Ursprung nicht singular sein darf und im Unendlichen verschwinden muss.
Gom(r.ro) = Arf[1 = 0(r — )] +Br 1 6(r — ry)
~—_——— ——

=0 fiir r>nrp =0 fiir r<rp

= Arf + [Brt=t — Arf6(r — ro) (5.33)

Dabei ist 8(x) die Heaviside Funktion.
Die Koeffizienten werden durch Einsetzen in die DGL bestimmt

20+ 1)

r2

{lafr - } A+ [Brtt — A0(r — )| =6(r — ry) (5.34)
r N——— — —

f(r) g(r)
Der erste Term verschwindet weil er gerade eine Losung der radialen Laplacegleichung ist.

[16,2r — Z(Zt 1)} Arf =0
r r

Nun betrachten wir den verbleibenden Term und nutzen die in der Formel Gl. 5.34 angegebenen
Kiirzel f(r) und g(r)

1., £¢£+1) 1 2L+ 1)
[rﬁrr— = ]fg = ?&{Grrfg}— = fg
1 L(L+1)
= ~o/|(@rfg+rf(0.9)| - =—5fg
1 Ll+1
= @+ 2@ @) +reRe)] - 1 v

R S PEECCP R

=0
O 53 [_ogBr 2 — 2(g+ 1) A 8(r — ro)
———
a(r) 8,0(r—ro)
+ [Brtt — At 8,6(r — no)
[

b(r)
Wir erhalten also eine Gleichung von der Form

a(r)o(r—ro) + b(r)o,6(r —ro) =6(r — ro) (5.35)
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mit

a(r) = —2Br*2 — 24+ 1)Ar* ! (5.36)
b(r)y=Br=*1 — Art (5.37)

Gleichung Gl. 5.35 ist nicht ganz trivial zu I6sen. Wir erinnern uns, dass Deltafunktionen liber
Integrale definiert sind. Betrachten wir also eine beliebige Funktion F(r) und integrieren das Produkt
dieser Funktion mit unserer Gleichung. Dies ist ein sehr niitzliches und allgemeines Verfahren beim
Umgang mit Deltafunktionen und anderen Distributionen.

/drF(r) [a(r)o(r — rp) + b(r)0,0(r — rp)] = /drF(r)é(r — )

Fro)a(ro) + / dr [F(r)b(r)o:6(r — 10)] = F(r0)
F(ro)a(r)
+ / dr (8, (F(rb(r)6(r — 1)) — 6(r — 10)8s (F(r)b(r))] = F(ro)

F(ro)a(ro) — &l,, (F(r)b(r)) = F(ro)
F(ro)a(ro) — b(r)8,F(ro) — F(r)o,b(r0) = F(ro)
F(ro)[a(ro) — 8rb(ro) — 1] + (6,F) b(ro) =0

Da die Funktion F(r) beliebig ist, miissen die Vorfaktoren vom Wert von F als auch von seiner
Ableitung gemeinsam verschwinden. Wir erhalten also aus Gl. 5.35 die folgenden beiden Gleichungen,

0=a(rn) —0,b(rp) — 1 (5.38)
0= b(rp) (5.39)

aus denen wir die Konstanten A und B ermitteln konnen.

g 6.5 b(r0) Gl. 5.37 Brytl — Ar
= B = Ag!
g G538 a(ro) — 8,b(ro) — 1
Ol 8253 (L2gBr 2 —2(0+ 1)AR) — (—(8+ 1)Bry ™ —AE) — 1
=  (~(-1Br2—(g+2)A ) -1

BAT (L0 DA — (0 +2)A ) — 1
= —(2A+DAE -1
_ -1 —L+1
> A=

Wir erhalten also

~1
A= —L4+1
20410
—1
B = {42
20+10

Durch Einsetzen in den Ansatz Gl. 5.33 fiir die Greensfunktion erhalten wir die radiale Greens-
funktion
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RADIALE GREENSFUNKTION DER POISSONGLEICHUNG

Die radiale Greensfunktion der Poissongleichung, welche durch die Differentialgleichung Gl. 5.31
definiert ist, lautet

2| e y’
Gom(r,ro) = 2€+Ol pas] 0(ro—r) +re—?r16(r — 1) (5.40)

[1-6(r—ro)]

Mit Hilfe der radialen Greensfunktion erhadlt man die Losung der Poissongleichung mittels Gl. 5.32.

COLLO00O
o~NOURWNRO

Abb. 5.7: Radiale Greensfunktion der Laplace Gleichung fiir £ = 0,1, 2,3. The Greensfunctions are
shown for ry =1, 2, 3.

Zusatz: Einfachere Herleitung

Kennt man die Teillosungen der homogenen Differentialgleichung, kann man sich die Greensfunktion
auch wie folgt bestimmen. Dies ist eigentlich keine Herleitung im strengen Sinn, weil wir einige
Annahmen hineinstecken ohne sie wirkliuch zu begriinden. Allerdings kann man sich diese Annahmen
einfach merken, sodass diese Ableitung als Gedankenstiitze niitzlich niitzlich ist.

Innerhalb von rp muss die Greensfunktion mit der regularen Losung der Laplacegleichung iiberein-
stimmen. Diese sei als r¢ bekannt. AuRBerhalb von ry muss die mit der Lésung iibereinstimmen die im
Unendlichen verschwindet. Diese ist als r—¢~1 bekannt. Jetzt nehmen wir an, dass die Greensfunktion
stetig ist.

J4
G) fir r<n
G(r,n)=C ’ (5.41)

Es muss also nur noch die Konstante C bestimmt werden.
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Hierzu integrieren wir die Gleichung fiir die radiale Greensfunktion ,nachdem wir sie mit r multi-
pliziert haben, iiber ein infinitesimales Intervall, welches ry einschlielt.

ro+X 200 +1 ro+X
/r dr (65 — (r2)) rGem(r, rp) = /_ dr ro(r —ro)

- r A

)

Nun nehmen wir an dass die Greensfunktion beschrankt ist, sodass das Integral des zweiten Terms
auf der linken seite der Gleichung tiber das infinitesimale interval verschwindet, wenn X gegen Null
geht.

o+

- ro+X ) )
AITO /ro>\ dr 8:rGym(r, ro) = A“Lno {6,<rGe,m(r, rO))LO—A =r

Indem wir den Ansatz fiir die radiale Greensfunktion Gl. 5.41 einsetzen, erhalten wir den Wert von

C.
(7)o < ()]
=C(—£—-1)-Ct=—(2¢+1)C

o
2042

= al’|r0

= C=

Einsetzen von C in den Ansatz Gl. 5.41 liefert das erwiinschte Resultat, das mit Gl. 5.40 identisch
ist.

Potential in einer Darstellung von Kugelflichenfunktionen

SchlieBlich kdnnen wir das Potential mit Hilfe der radialen Greensfunktion Gl. 5.40 bestimmen, indem
wir sie in Gl. 5.32 einsetzen.

1) =X | [ aGun(l. ) (- Zoum() )] Vel

Zm

1 o) ré I”g r
-5 g | 00 | ettt 0 i) et
m 0

1—-6(r—ro)

Wir erhalten also

POTENTIAL DURCH DIE RADIALKOMPONENTEN DER LADUNGSDICHTE AUSGEDRUCKT

Fir eine Ladungsdichte

p(F) = Z;Wm('ﬁl)ylm(’?)
4&m

ist das elektrische Potential

a1 4m . o [ 2 —4—1
d(r) = ameq Zzn; T 1)Yg,m(r) { r / dro 15 1y pe.m(ro)

,
+r7 [dn  dpun()} (5.42)
0
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5.9 Aufgaben

5.9.1 Feld eine polarisierten Hohlkugel

Skizze: Bestimme das elektrische Potential und das Feld in einer Hohlkugel, dessen Ladungsdichte in
Polarkoordinaten durch p(r, 8, ¢) = 6(r — ry) sin(0) gegeben ist. Verwende Kugelflachenfunktionen.

5.9.2 Elektrische Feldgradienten

Skizze: Gebe wasserstoffahnliche Wellenfunktionen vor. Daraus soll die Dichte in Kugelfalechenfunk-
tionen bestimmt werden (Gaunt Koeffizienten vorgeben und erklaren). Danach soll der d-Anteil des
Potential am Kernort bestimmt werden. Aus dem Potential kann die Energie eines Kerns mit einem
Quadrupolmoment also Funktion seiner orientierung bestimmt werden.

Vergleiche das mit dem Effekt eines Punktladungsmodells.

5.9.3 Van der Waals Wechselwirkung

In einem Molekiil oder einem Festkorper sind die Atome durch ionische oder kovalente chemische
Bindungen zusammengehalten. Zwischen Atomen die keine chemische Bindung untereinander bilden
wirken immer noch schwache Krafte, die entweder elektrostatisch sind, ahnlich zur ionischen Bindung,
oder Wasserstoffbriicken, die einer schwachen kovalent-ionischen Bindung entsprechen oder oder auf
die Van der Waals Wechselwirkung zuriickzufiihren sind.

Edelgase zum Beispiel bilden keine anderen Bindungen aus, sodass sich ihre Wechselwirkung
ausschlieBlich auf die Van-der-Waals Wechselwirkung beschrankt. Daher ist der Grund, warum sich
Edelgase bei tiefen Temperaturen verfliissigen die Van der Waals Wechselwirkung. Die Van der Waals
Wechselwirkung spielt in der Chemie (nichtpolare Lésungemittel, und der Biochemie (Proteinen) eine
wichtige Rolle. Obwohl die Van der Waals Wechselwirkung sehr schwach ist, kann sie dominieren,
wenn die Anzahl der Wechselwirkungen viel grosser als die von starkeren Bindungen sind.

Die Van-der Waals Wechselwirkung hat Ihren Ursprung ein einem quantenmechanischen Effekt,
der Nullpunktsschwingung. Aufgrund der Heisenbergschen Unscharferelation schwingt die Elektro-
nenschale immer ein wenig um den Atomkern, sodass sich dabei ein kleiner elektrostatischer Dipol
herausbildet, der mit der Zeit fluktuiert. Aufgrund der elektrostatischen Wechselwirkung der Dipole
synchronisieren sich die Dipole von zwei Atomen, was zu einer effektiven Anziehung zwischen den
Atomen flihrt. Das effektive Wechselwirkungspotential fallt mit dem Abstand (Im Grenzfall grosser
Abstande) mit der sechsten Ordnung ab. In dieser Aufgabe wollen wir den entsprechenden Term in
einem Modell bestimmen.

Wir betrachten dazu ein Atom zunichst als klassichen harmonischen Oszillator, der beschreibt wie
die Elektronenschale um den ortsfesten Atomrumpf schwingt. Sei & die Auslenkung des Ladungszen-
trums der Elektronenschale. Die Elektronenschale habe die Ladung g. Die Elektronenschale werde
der Einfachheit halber als Punktladung betrachtet. In Abwesenheit von elektrischen Feldern sei die
potentielle Energie des Atoms E o () = %CUQ, wobei ¢ eine Kraftkonstante ist. Die Elektronenschale
habe eine Masse m.

1) Stelle die Lagrangefunktion fiir die Bewegung des Zentrums der Elektronenschale eines isoliertes
Atoms in einem elektrischen Feld auf, und driicke diese durch das Dipolmoment 5 und dessen

Zeitableitung p'aus. Es wird ausschlieBlich das Dipolmoment beriicksichtigt und die Ladungsverteilung
des Atoms wird deshalb als Punktdipol aufgefasst. Bestimme nun die Bewegungsgleichung fiir das
Dipolmoment.

2) Es sei die Anregungsfrequenz wp des Atoms und die Polarisierbarkeit o gegeben. Die Polar-
isierbarkeit ist durch die Gleichung p'= aE definiert, wobei 5 das statische Dipolmoment des Atoms
in einem externen magnetischen Feld ist. Fiihre Kraftkonstante ¢, und die Masse m mit Hilfe des
Ergebnisses aus Aufgabe 1 auf die beiden Parameter wqy und a zuriick.
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3) Bestimme die elektrostatische Wechselwirkungsenergie V(I?, p1, p2) von zwei Dipolen p; und
P>, deren relative Position R="r—F ist.

4) Stelle nun die Lagrangefunktion fiir das System von zwei polarisierbaren Atomen auf, die
tiber ihre induzierten Dipole elektrostatisch miteinander Wechselwirken. (Es wirken keine dusseren
elektrischen Felder.) Dabei sei R beliebig aber fest. Zeige, dass das die Lagrangefunktion der eines
multidimensionalen harmonischen Oszillators entspricht.

5) Bestimme nun die Eigenfrequenzen des in 4) beschriebenen Systems. Der Einfachheit halber
Wihle R parallel zur z-Achse. Hinweis: Vertausche die Indizes so, dass die dynamische Matrix
blockdiagonal wird, und aus mehreren zwei mal zwei Untermatrizen besteht.

Eine quantenmechanische Rechnung ergibt, dass die Energie des Systems im Grundzustand, der
aber Nullpunktsschwingungen ausfiihrt, durch

E(R) = Z%hw(ﬁ)

ist. Dabei ist n die Anzahl der Eigenmoden des Systems. Da die Wechselwirkung Bestimme daraus
die Wechselwirkungsenergie E(R). Dies ist die Van-der-Waals Wechselwirkung.



Chapter 6

Magnetostatik (4h)

6.1 Vektorpotential

6.1.1 Das Vektorpotential
Die Maxwellgleichungen der Magnetostatik sind

VB =0
x H=7

I My

v

In der Elektrostatik war die Einfiihrung eines skalaren Potentials ®
sehr hilfreich. Dadurch konnten wir uns auf nur eine der beiden Maxwell-
gleichungen beschranken, welche dann die Form der Poissongleichung
annahm. In der Magnetostatik konnen wir einen ahnlichen Trick anwen-
den.

Erinnern wir uns an die Schritte, die uns zum skalaren Potential
fiihrten.

1. Eine der beiden Maxwellgleichungen der Elektrostatik war V x E=
0. Diese Gleichung ist unabhangig von Ladungen und Stromen.

Abb. 6.1: Jean-Babtiste
Biot, 1774-1862

2. Wir nutzen die Identitit V x Vo = 0, die besagt, dass die Rota- = .
tion jedes beliebigen §radLentenfeIdes verschwindet. Durch den Ansatz E = —V® ist dadurch
die obige Gleichung V x E = 0 automatisch erfiillt.

3. Nun ersetzen wir das elektrische Feld in der ersten Maxwellgle-
ichung VegE = p durch den Gradienten der skalaren Potentials ®
und erhalten die Poissongleichung V2® = — £

€’
In der Magnetostatik gehen wir analog vor:
1. Die Gleichung VB = 0 ist unabhingig von Ladungen und Strémen.
2. Wir nutzen die ldentitat ﬁ(ﬁ X %T) = 0, die sagt, dass die Dil/ergcinz des Rotationsfeldgs_ﬁeines
beliebigen Vektorfeldes verschwindet. Mit dem Ansatz B = V x A wird die Gleichung VB =0

automatisch erfiillt.

3. Nun ersetzen wir das magnetische Feld in der letzten Maxwellgleichung ¥V x H = J durch die
Rotation des Vektorpotentials A und erhalten eine Differentialgleichung fiir A.

77
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Wir erhalten also aus den Maxwellgleichungen eine Gleichung fiir das vektorpotential, welche
den magnetischen Partner der Poissongleichung darstellt.

DIFFERENTIALGLEICHUNG FUR DAS STATISCHE VEKTORPOTENTIAL

Auf diese Weise wurdﬁen die beiden Maxwellgleichungen auf eine Differentialgleichung, Gl. 6.1, fiir
das Vektorpotential A und eine Gleichung, Gl. 6.2, welche fiir ein gegebenes Vektorpotential das
magnetische Feld liefert.

Definition 6.1 VEKTORPOTENTIAL

6.1.2 Vektorpotential einer Stromdichteverteilung

Wie bestimmen wir das Vektorpotential einer Stromverteilung? Wir beginnen mit Gl. 6.1:

—.

VA - V(VA) = —poj

In Analogie zum Ausdruck Gl. 4.7 fiir das skalare Potential versuchen wir einen entsprechenden
Ansatz fiir das Vektorpotential.

VEKTORPOTENTIAL EINER STATISCHEN STROMDICHTEVERTEILUNG

Wir liberpriifen den Ansatz Gl. 6.3, indem wir ihn in Gl. 6.1 einsetzen:

=0 7 Ko A 1 cLex -
VAR = b [ 9 O ()
—_———

—4m(F—r)
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2.
VAR = 2 [t - fer et
am Jo |7 — | am 7 — 7|
———
v/ L
]
part.Int. o 30l (= 1 > 1 - /:|
= " —— [ dr|V r - | — —V'j(r
am Jo { <( )|Ffr’\ |F— r'] i)
au - 1 1 o
G_fé _@ dA (r/) - &/d3 / S VI_/(I”/)
AT Joo —~— |r=r ar Jo  |F= 1~~~
=0 fiir redQ =0
= 0

Der erste Term verschwindet, wenn die Stromdichte ganz im Integrationsvolumen lokalisiert
ist, sodass f(r € 0) = 0. Der zweite Term verschwindet, weil die Ladungsdichten in der
Magnetostatik zeitlich konstant sind, d.h. 9;p = 0. Wegen der Ladungserhaltung atp+ﬁf: 0,
verschwindet deshalb die Divergenz der Stromdichte.

Durch Zusammenfiigen der beiden Terme sehen wir, dass der Ansatz Gl. 6.3 eine Losung ist.
Dabei muss aber die Voraussetzung gelten, dass die Stromdichte im Unendlichen verschwindet.

6.2 Gesetz von Biot und Savart
Nun konnen wir aus dem Vektorpotential das Magnetfeld ermitteln.

=5
B =T x AL 9 x 20 [ S0

L TR
Ho 3.7 = 1
=—— | d&’rj(r)xV =
47r/ J(r') T
——

L o ) X (F= )
4 |F— r’|3
Dies ist das Gesetz von Biot und Savart.
GESETZ VON BIOT UND SAVART
5= 2 [ g D)

4w |F— 3

(6.4)

Das Gesetz von Biot und Savart bildete historisch die Grundlage der Magnetostatik, genauso wie das
Coulombgesetz die Grundlage der Elektrostatik bildete.

6.2.1 Beispiel: Magnetfeld eines stromdurchflossenen Drahtes

Um einen Einblick in die Anwendung des Gesetzes von Biot und Savart zu erhalten, untersuchen wir
das Magnetfeld eines geraden stromdurchflossenen Drahtes.

Der Draht sei durch den Pfad
0
F(s)=s&, =10
S
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gegeben, wobei €, der Einheitsvektor in z-Richtung ist. Der Pfad
verlauft also in z Richtung.

Wir bilden eine Ableitung, die wir noch benotigen werden.

dr 0

72522
ds

Nun setzen wir die Stromdichte des Drahtes
J( ,) Gl. 211 /dl’_"/(S(I:;—I’_"/)

in das Gesetz von Biot und Savart ein

< Glea o [ 5, J(7)x(F=1)
B(r) =", [ dr BT

Eo /d3r’//dr” £/|35(r7—r7’)

*l

~i

Durch Auflosen der -Funktion erhalten wir einen Ausdruck fiir
das Magnetfeld des stromdurchflossenen Drahtes.

- ol r—r" to! dr’ F—r
B(r dr' x ————=""[ds X
(1) = 47r/ — 3 4T ds = |F— )3

- / dr” F—
B(F):M—O/ds S

47 ds r—r”|3
| [ 1
:% ds 2 2 2\3
. L) e (z—s)p)
7/.1:0/ & Y 1
= — X
4T J_ 0 (x2 +y2 —|—(z—5)2)2
_y oo
*M—O/ X 71 / ds 71
= ar X2+ y2B3 ) - 3
0 | y?| <1+ (X22+5y)22)2

Nun fiihren wir eine Variablentransformation von s nach o durch

a(s) = =z
v/ X2 er
da

b g — /X2
e mﬁds x2 + y?da

Durch Einsetzen erhalten wir!

(6.5)

1Das Integral ist nicht ganz trivial zu bestimmen. Der Lésungsweg verwendet eine Variablentransfomation o =
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= ol [ 1 o0 2
B(r) = oL —— | da (1 :
(7) 4 )(; ‘X2+y2|[m a (1+a?)

i
-y
_ ol
=— | x
2m|x2 + y?| 0

Der Betrag des Magnetfelds fillt also invers proportional mit dem Abstand von Draht ab. Das Mag-
netfeld steht senkrecht auf dem Draht und in der x-y Ebene. Die Feldlinien bilden also konzentrische
Kreise um den Draht.

Das Resultat ist identisch mit dem von GI. 3.24 auf S. 36. Der Vorteil der hier vorgestellten
Herleitung ist, dass der Losungsweg nicht auf Symmetrien zurlickgreift, sondern auf beliebige Drahte
anwendbar ist.

Bei dieser Aufgabe wurde die Annahme einer lokalisierten Stromverteilung verletzt, welche der
Herleitung von Gl. 6.3 und damit dem Gesetz von Biot und Savart, Gl. 6.4, zugrunde liegt, welches
hier verwendet wurde.

Um zu zeigen, dass das Resultat dennoch giiltig ist, ersetzen wir den linearen Draht durch eine
sehr groBe, kreisformige, Leiterschleife. Wenn man zeigen kann, dass das Resultat im Grenzfall
eines unendlichen Radius konvergiert, konnen wir unser Ergebnis akzeptieren. Wir erkennen, dass der
Beitrag eines Leitersegmentes invers mit dem Abstand verschwindet. Fir einen gegebenen Abstand
von dem Leiter tritt der Rest der Leiterschleife in den Hintergrund, wenn der Radius anwachst.

6.3 Multipolentwicklung des Vektorpotentials

Nun sind wir am Fernfeld eines Magneten, bzw. einer Stromdichteverteilung interessiert, die in einem
Bereich 2 lokalisiert ist. Dafiir setzen wir, wie in der Elektrostatik, eine Multipolentswicklung fiir die
Stromdichte an. Wir beginnen mit dem bereits bekannten Ausdruck fiir das Vektorpotential

. Htz
Ay G0 o [ p I
4T Jo |F—r|

sinh(x). Wegen cosh?(x) — sinh?(x) = 1 gilt

cosh?(x) — sinh?(x)

-3 _ 1 _ L _
/dcx(l Fot)E = /dXCOSh(X) cosh(x)3 7/dxcosh2(x) B /dx cosh?(x)
= /dx[l — tanh?(x)] = tanh(x)

00
= / dx (1+ a2)’% = tanh(4+o0) — tanh(—oc0) =2
—00
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r

Wiederum entwickeln wir den inversen Abstand gemass Gl. 5.13 auf S. 61

7

1 rr
— = — + +O l’/
= e o)

und erhalten damit zunachst

=i {/ e }*ﬁrﬁa[/ d*r' o j( rf}

was in Komoponentenschreibweise die folgende Gleichung ergibt.

a0 = | [ i)+ T [ )]+ (6.6)
Xi Yi.i

Im Folgenden werden wir die Multipolmomente X; und Y; ; vereinfachen:

e Zunachst zeigen wir dass der Monopol X; in Gl. 6.6 verschwindet. Da die Stromdichte auf dem
Rand des Bereichs Q verschwindet, gilt

o /(7EaR)=0 / dA ] G / d%ﬁ(r,-j’)
o0 Q
/d3r (@r,-)f—i— r; (ﬁf)
Q ~——r

& =0 wenn 0:p=0

Im ersten Teil haben erhalten wir wegen 0;r; = 0;; den Einheitsvektor &, der entlang der i-ten
Koordinatenachse zeigt. Im zweiten Teil haben wir den Ladungserhaltungssatz 8:p + Vj = 0
angewandt. Da wir den statischen Fall betrachten, konnen wir eine zeitliche Anderung der
Ladungsdichte ausschlielen.

Mit &/ = j; erhalten wir also
0 :/ Frj(m = Xi=0
Q

Die Monopolmomente der Stromdichte verschwinden also. Dies spiegelt gerade die Maxwell-
gleichung VB = 0 wieder, die besagt, dass es keine magnetischen Monopole gibt.
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e Fiir den Dipol Yy ; in Gl. 6.6 betrachten wir das Integral

OJ(F‘E@):O/ dﬁr/rkaglﬁ/ d3rﬁ<r,'rkf>
o2 Q

/ d3r (ﬁr,') r + i (ﬁrk)er riri (ﬁ])
Q

M ~ SN—~—
& €k =0 wenn 8;p=0
= /d3f {é’%f"’ rigkj] Z/daf [rdi + rijk] (6.7)
Q Q

Dieses Zwischenresultat nutzen wir im nachsten Schritt fiir die Auswertung des Dipolmoments
1 . .
Yik =/ d>r r/’]k_i/ d*r i + riji]
Q Q
Yik =0 (Gl. 6.7)

1 . .
:5/ d3l’ [I’,’jk—l’kjj]
Q

1 0 Xy — Vix XJz — ZJx

=Yz 5/ Er|yvik—xi, 0  yji—2zj
e Zjx — XJz ij — Yz 0
) 0 (Fx), —(FxJ))y,
5 [ |~ o @x
2 Jq L -
(rxj)y —(rxj), 0

Die Dipolmomente lassen sich also durch drei unabhangige GroRen, die wir zu einem Vektor m
zusammenfassen, den wir das magnetische Moment der Stromdichteverteilung nennen.

Definition 6.2 MAGNETISCHES MOMENT
Das magnetische Moment m einer Stromdichteverteilung ist

1 -
m‘f’él/ & 7 x J(P) (6.8)
2 Ja
Das magnetische Moment ist ein Pseudovektor. Ein richtiger Vektor kehrt sein Vorzeichung

unter Rauminversion (Punktspiegelung). Ein Psudovektor behélt sein Vorzeichen bei. Dass
das magnetische Moment die Eigenschaft eines Pseudovektors hat, ergibt sich direkt aus der

obigen Definition.

Mit dem magnetischen Moment erhalten wir also
0 m, —m,

Yf,k:/d3rrfjk£/d3rf®f: -m; 0 my
Q Q
m, —my O

Durch Einsetzen der Monopolmomente, die verschwinden, und der Dipolmomente in die Multipo-
lentwicklung Gl. 6.6 erhalten wir

Mo T

AN = ax T

zm, —ym, S
y =Y Lo M X F
XMy —zmy | +... = ———=%
4 |3

ymy —xm,

_ B 1
am |7
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Das Fernfeld einer lokalisierten Stromverteilung enthalt also keinen Monopolbeitrag und beginnt
mit dem Dipolbeitrag

VEKTORPOTENTIAL EINES MAGNETISCHEN MOMENTS

= ,LLQI’?)XF

wobei die GroBe m das magnetische Moment ist.

6.4 Magnetisches Moment

Um uns mit der Bedeutung des magnetischen Moments vertraut zu machen, werden wir das mag-
netische Moment nun mit zwei einfachen Modellsystemen in Verbindung bringen

6.4.1 Beispiel: Magnetisches Moment einer kreisformigen Leiterschleife

Wir betrachten das magnetische Moment einer kreisformigen Leiterschleife mit Radius R in der x-y
Ebene.
Zunachst bestimmen wir die Stromdichte

- _ . o dr! S
i) = /fdr/ 5(7— ) = //O b S58(7—7(9))

wobei der Draht durch den Pfad

R cos(¢) di —Rsin(¢)
r(¢) = | Rsin($) = dp R cos(¢)
0 0

beschrieben wird.
Das magnetische Moment bestimmen wir gemals der Definition Gl. 6.8

1/ o dr’ .
= 5/oﬁ‘r 7 x [//O do dfbé(Fr’(cb))]

NGy

/ 2m d_7 R
2/0 d¢ [/ &r 7 x d;(S(F—r’(d)))]

27 =
’/O do 7i(¢) x I

2 d¢
| o R cos(¢) —Rsin(¢)
— 7/ dp | Rsin(¢) | x | Rcos(e)
0
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wobei €, der Einheitsvektor in z-Richtung ist.

Das magnetische Moment einer kreisformigen Leiterschleife ist also gerade der Strom multipliziert
mit der eingeschlossenen Flache.

Magnetisches Moment einer allgemeinen Leiterschleife

Die Rechnung fiir die Leiterschleife hat gezeigt dass das magnetische Moment proportional zum
Strom und der von der Schleife eingeschlossenen Flache ist. Dies ist ein allgemeines Resultat, wie
wir hier zeigen werden.

1 .
rﬁzi/d3rr“><j(?)

1 - .
:§/d3rFx7§dr’/6(F—r’)
L ar' .
—E/drrx?{dsgé(r r'(s))

dr

! =
ZE%dsr’xE

—_—
2A

—

=1/A

Das Integral ist gerade die Flache der Leiterschleife, wenn sie auf die entsprechenden Koordinaten-
flachen projeziert wurde.

Interpretieren wir s als Zeit, dann ist

das Fachenelement, welches der Fahrstrahl 7(s) in einem Zeitintervall As iberstreicht. Integrieren
wir nun ‘C’/—f tiber einen Umlauf, erhalten wir die entsprechend projezierte Flache.

Dies ist auch der Grund warum man einen elektromagneten durch Aufwickeln eines Drahtes zu
einer Spule herstellt. Bei gleicher Flache wird hierbei der umlaufende Strom mit der Anzahl der

Windungen vervielfacht.

MAGNETISCHES MOMENT EINER LEITERSCHLEIFE

Das magnetische Moment einer Leiterschleife ist gleich dem Produkt aus Strom und eingeschlossener
Flache

m=IA (6.10)

Durch Aufwickeln des Drahtes zu einer Spule wird der Strom und damit das magnetische Moment
entsprechend der Anzahl der Windungen vervielfacht

6.4.2 Magnetfeld und Drehimpuls

Das magnetische Moment eines geladenen Korper der sich um eine Achse dreht, kann direkt mit dem
Drehimpuls in Beziehung gesetzt werden.

Zuniachst betrachten wir das Drehmoment eines Teilchens, das sich auf der Bahn 7(t) bewegt.
Beachte, dass dieses Problem nicht mehr stationar ist und damit den Rahmen der Magnetostatik
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sprengt. Wir sehen einmal dariiber hinweg. Als “Ausrede” stellen wir uns vor, dass viele Teilchen auf
einer geschlossenen Bahn eine statische Stromdichte erzeugen. AnschlieBend teilen wir die Beitrdge
zum Magnetfeld wieder auf die einzelnen Teilchen auf.

Wir setzen die Stromdichte eines solchen Teilchens
- \Gl.2g dr_._ _
J(7 1) S2F g Z2a(F - H(e))

in die Definitionsgleichung des magnetischen Moments Gl. 6.8 ein

m(t) = 1/d3r’ o j(r t) = %/d3r’ Fox q 6(r’ —rt)) = fr(t) X o

—

dr
2
_ 9 ar _ a4
=5m r(t)xmdt 2 L()
——

p

—r><p

—

wobei [ = 7 x p der (kinetische?) Drehimpuls des Teilchens ist.
MAGNETISCHES MOMENT EINER ROTIERENDEN LADUNG

Eine Punktladung mit Ladung g und Masse m, die mit einem Drehimpuls L um eine Achse rotiert,
erzeugt ein magnetisches Moment

m=-Lr (6.11)

Haben wir eine Verteilung von identische Elementarteilchen, dann lasst sich das Resultat direkt
verallgemeinern.

- - q = q ) q -
Myges =2 M0 =D 5ln =5 2 1= 5 Laes
n n n

Wobei das gesamte magnetische Moment figes = Y, i, die Summe der Beitrage der einzelnen
Teilchen ist und der Gesamtdrehimpuls Lges = >, [/, aus den Einzelbeitrigen [/, aufgebaut ist.
Fiir eine Verteilung von Teilchen mit gleichem Wert fiir g/(2m) gilt also derselbe Zusammenhang
zwischen magnetischem Moment und Drehimpuls, wie fiir eine einzelne rotierende Ladung.

Definition 6.3 GYROMAGNETISCHES VERHALTNIS UND G-FAKTOR
Das gyromagnetische Verhaltnis? ist das Verhaltnis von magnetischem Moment und dem Drehim-

wrml (|l
7_'E2 ~

puls

Das gyromagnetische Verhéltnis ist meistens, aber nicht immer, direkt tiber GI. 6.11 mit der Ladung
und Masse des Korpers verkniipft. Deshalb fiihrt man den g-Faktor g ein

def Y
9= = y=g (6.12)
5= 2m

dengl.: gyromagnetic ratio, magnetogyric ratio

Der g Faktor weicht zum Beispiel von Eins ab, wenn der Korper aus unterschiedliche Teilchen, z.B.

2Beachte dass § = mv der kinetische Impuls ist, der sich vom kanonischen Impuls unterscheiden kann. Der
kanonische Impuls ist die Ableitung p; = g—f der Lagrangefunktion £. Entsprechen sollte man den kanonischen
X

1
Drehimpuls vom kinetischen Drehimpuls unterscheiden.
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Elektronen und Atomkernen, zusammengesetzt ist. Abweichungen entstehen auch durch andere
Effekte.

Das Elektron hat einen g-Faktor, der stark von Eins abweicht: Ein freies Elektron besitzt einen
Eigendrehimpuls, den Spin. Der Spin eines Elektrons kann nur die Werte +/2 und —#/2 annehmen,
wie in der Quantenmechanik gezeigt wird. Der g-Faktor des Elektrons ist sehr grols und betragt g ~
2.002. Der Wert g = 2 folgt unmittelbar aus der Diracgleichung, der relativistischen Wellengleichung
fiir quantenmechanische Elektronen. Sein Ursprung liegt also in relativistischen Effekten und nicht in
darin, dass sich Massen und Ladungsdichte unterscheiden. Die Korrektur zu dem Wert g = 2 erhdlt
man indem man auch das elektromagnetische Feld quantisiert, was 3 + O(a?) zum g-Faktor des
Elektrons beitrdgt. Dabei ist o = €2/(4mephic) ~ 13- die Feinstrukturkonstante.

Definition 6.4 BOHR MAGNETON
Das Bohr Magneton p.z ist
def €h

e (6.13)

20

wobei e die Elementarladung, h = 2mh das Plancksche Wirkungsquantum?® und m. die Elektronen-
masse ist.

Das Bohr Magneton wird haufig als Einheit eines magnetischen Moments verwendet. Das magnetis-
che Moment [i. des Elektrons® ist

= 1
|| = 59ekB ~ Kb

Dabei ist g. der g-Faktor des Elektons. Beachte, dass Spin und magnetisches Moment des Elektrons
wegen seiner negativen Ladung in die entgegengesetzte Richtung sehen.

aBeachte, dass haufig auch fi als Plancksches Wirkungsquantum bezeichnet wird.
b\ir wahlen hier ein alternatives Symbol fiir das magnetische Moment, um die Verwechslung mit der Elektronen-
masse auszuschlieBen.

6.5 Magnetisierung

Wir wollen nun eine kontinuierliche Dichte von magnetischen Momenten einfiihren. Dazu stellen wir
uns einen magnetischen Festkorper vor, der aus vielen magnetischen Atomen besteht. Jedes Atom
spielt auf der makroskopischen Skala die Rolle eines Punktmagneten. Die Dichte der magnetischem
Momente bezeichnet man als Magnetisierung. Die folgende Definition Gl. 6.14 wird ahnlich wie die
der Ladungsdichte auf S. 16 und der Stromdichte auf S. 19 gebildet.
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Definition 6.5 MAGNETISIERUNG
Die Magnetisierung M(F) eines Systems von Punktmagneten mit den Momenten i, ist

- 1
M(r, t) = lim — m 6.14
( ) re—0 ‘Qrc‘ - " ( )
mn(t)EQ.
Dabei ist Q. eine am Ort ' zentrierte Kugel mit Radius r. und dem Volumen |2, | = %"r?. Die

Summe erstreckt sich tiber alle magnetischen Momente mit den Momenten m,, und Position r,(t),
die sich in der Kugel befinden.
Die Magnetisierung M(F) eines Schwarms von Punktdipolen ist demnach

M(F) =" mnd(F =) (6.15)

Das Vektorpotential, das durch diese Magnetisierung erzeugt wird, ist gemafl Gl. 6.9

= o my, x (F'— 1)
A = — _—
= 2= 7p

n o= F—r
= i/d3r’ Zmné(r’—rn)x( 7|)3
n

4m |F—r
M(r)
_ b [ g M) x (F= 1)
4 |F—r|3

Nun wollen wir der Magnetisierung eine Stromdichte zuordnen. Dieser Zusammenhang wird
benotigt, um die Magnetisierung in den Maxwellgleichungen und der Lorentzkraft zu beriicksichti-
gen. Die der Magnetisierung zugeordnete Stromdichteverteilung wird so gewahlt, dass sie dasselbe
Vektorpotential wie die Magnetisierung erzeugt. Dazu formen wir den obigen Ausdruck fiir das

Vektorpotential der Magnetisierung um, indem wir die ldentitat ﬁﬁ = —m% nutzen.
A(F) = @/cﬁr’ M(r7) x {ﬁ' ! q]
4m |F— ']
oo = 1

= Ho /d3r' M(r7) {v’ - q]

4 F=7
:@/Cprr Y % /l/l(r:) +(V/i< Sr’))

4 F=r =T
R Y M(r’) Ho /d3r’ (VX M(r')) Mfr’))

4m |F—r| 4m |7 —r']

=0, wenn M(FEBQ)=0

Der erste Term verschwindet, wenn wir tiber die Magnetisierng auf der Oberflache des Volumens
verschwindet. Dies gibt uns einen weiteren Ausdruck fiir das Vektorpotential einer Magnetisierung.
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VEKTORPOTENTIAL EINER MAGNETISIERUNG

V' x M(r)

7=

Y Mo 3 7
A =—|d
() 47r/ r

Vergleichen wir diesen Ausdruck mit Gl. 6.3. sehen wir, dass V x M die Rolle einer Strom-
dichteverteilung tibernimmt. Eine Magnetisierung erzeugt also dasselbe magnetische Feld wie eine
Stromdichteverteilung

Jmag(F) =V x M(F) (6.16)

OO00
SOOO]
SOOO
SOO0

Abb. 6.2: Schematische Darstellung wie sich der Oberflachenstrom aus den Strémen der Einzelmo-
mente zusammensetzt. Die effektive Stromdichte einer homogen magnetisierten Korpers ist auf der
Oberflache des Korpers lokalisiert.

Nun konnen wir die effektive Stromdichte eines Punktmagneten mit dem Moment mg am Ort i
bestimmen. Ein Punktmoment hat die Magnetisierung M(7) = migd(F — 7).

Gl. 6.16

jmag(F) - ﬁ X - FO) = —f7770 X ﬁ5(’7— F(')) (6-17)

3
=l

00 (

6.5.1 Energie eines magnetisches Moment im Magnetfeld

Betrachten wir nun die Energie eines magnetischen Moments in einem Magnetfeld. Dieser Aus-
druck wird uns zeigen, wie sich ein Magnet in einem Magnetfeld ausrichtet, und erklart damit die
Funktionsweise einer Kompassnadel.

Zunachst bestimmen wir die Lorentzkraft Gl. 3.7 von S. 26 auf einen Punktmagneten (magnetis-
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ches Moment).

y
Il

37 /d3r]’>< ng/d3r§xf
= —/d3r B x [~ x V§(F— )]

Gl cs /d3r (§§5(7_ Fo)) o — (érm) Vo(F— 7))

o [ Bro(F—7) | Mo (VE)-¥ <§rﬁo)
——
=0

= V (0B (%)) (6.18)

Bei dieser Ableitung ist Vorsicht geboten, damit man mit den Klammern sowohl das Punktprodukt
beriicksichtigt als auch festlegt, worauf der Gradient wirkt. Das Integral liber die Divergenz wurde
mittels Gauls Theorem in ein Oberflachenintegral umgewandelt, welches verschwindet, solange das
Volumen den Punktdipol umschlieft.

Das Resultat von Gl. 6.18 legt es nahe eine potentielle Energie Epo:(F) zu definieren. Allerdings
haben wir bei der Ableitung nur die Gesamtkraft auf ein magnetisches Moment fester Richtung bes-
timmt. Wir diirfen die potentielle Energie nicht ohne weiteres auf Prozesse libertragen, bei denen sich
auch die Richtung des Moments andert. Fiir diese Verallgemeinerung stellen wir folgende Uberlegung
an.

Ein Magnet wird parallel an den Rand des Universums verschoben, wo keine magnetischen Felder
wirken. Die Arbeit AE; = mii" B(oo) — mi" B(7), die hierfiir notwendig ist, kann mit unserer Formel
bestimmt werden. Im Unendlichen wirken keine magnetischen Felder, d.h. é(oo) = 0 und damit
keine Krafte auf den Magneten, sodass die Arbeit AE, = if/"B(oo) — M B(co), die notwendig
ist, um den Magneten zu drehen, verschwindet. AnschlieBend verschieben wir den Magneten parallel
wieder an seinen urspriinglichen Ort und erhalten AEs = i/ B(Fy) — it B(oo). Um den Magneten
zu drehen, erhalten wir also gerade den Unterschied der potentiallen Energie AE; + AE> + AE3 =
mEMnB(Fy) — mi"B(F) fiir die unterschiedlichen Richtungen am selben Ort. Damit haben wir die
potentielle Energie von reinen Verschiebungen auf Drehungen des Magneten verallgemeinert.
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POTENTIELLE ENERGIE EINES MAGNETEN IM MAGNETFELD
Die Energie eines Punktmagneten mit dem magnetischen Moment g am Ort 7 ist
Epot(Fo) = —igB(F) (6.19)

Auf einen Magneten wirkt im Magnetfeld die Kraft F = —V E,or(F)
Ein magnetisierter Korper hat im Magnetfeld die Energie

Eper(P) = = [ 1 () (6.20)

Ein frei beweglicher Magnet wird daher immer von einem Magnetfeld angezogen und stellt sich
dort parallel zum Magnetfeld ein, um seine Energie zu minimieren3. Das ist der Grund warum ein
Magnet von einem paramagnetischen Metall angezogen wird. In einem paramagnetischen Metall sind
die magnetischen Momente frei einstellbar.

Da das magnetische Moment mit einem Drehimpuls verkniipft, stellt sich auch der Drehimpuls
parallel zum Magnetfeld ein.
- q - 9 57
=g—L = Epot = —g—BL
Mm=9m pot Iom
Die Quantisierung des Drehimpulses L, = fiim fiihrt dazu, dass die Energieniveaus von Elektronen in
einem Magnetfeld aufspalten

eh =
En:gzm ‘B|m
e

6.5.2 Exkurs: Zeeman Effekt

Der Zeeman-effekt* beschreibt die Aufspaltung der quantenmechanischen Energieniveaus eines Atoms
in einem externen Magnetfeld. Man unterscheidet den normalen Zeeman Effekt und den anomalen
Zeeman Effekt.

In der Quantenmechanik werden wir sehen, dass ein Elektron in einem isolierten Atom nur diskrete
Werte annehmen kann. Diese Zustdande werden durch Quantenzahlen charakterisiert. Ein Satz von
Quantenzahlen sind die Hauptquantenzahl n, die Nebenquantenzahl £ und die magnetische Quan-
tenzahl m. (m darf hier nicht mit Masse oder magnetischem Moment verwechselt werden.) Die
Quantenzahlen (£, m) entsprechen direkt den Indizes der Kugelflichenfunktionen® und legen den Bah-
ndrehimpuls des Elektrons fest. In jedem Zustand konnen sich maximal zwei Elektronen aufhalten,
die einen entgegengesetzten Eigendrehimpuls, den Spin besitzen.

Der Bahndrehimpuls eines Teilchens kann nur diskrete Werte fim annehmen kann, wobei m
die magnetische Drehimpulsquantenzahl ist. In einem isolierten Atom ohne auflere Felder sind
Zustande mit gleicher magnetischer Quantenzahl entartet, das heifst, sie besitzen dieselbe Energie.

Betrachten wir nun die Energie eines Elektrons in einem Magnetfeld. Durch seine Bahnbewegung
erzeugt das Elektron ein magnetisches Moment, das proportional Gl. 6.11 zum Bahndrehimpuls des
Elektrons ist, also m = —Q—ESE mit der Elementarladung e und der Elektronenmasse me. In einem

3Dabei geht man davon aus dass kinetische Energie dissipiert wird, sodass das System im Minimum der potentiellen
Energie zu liegen kommt

4Pieter Zeeman, 1965-1943, Niederlandischer Physiker, Nopelpreis Physik 1902 fiir die Entdeckung des nach ihm
benannten Effekts. Zeeman entdeckte 1896, dass sich die Spektrallinien einer Lichtquelle im starken Magnetfeld in
mehrere polarisierte Komponenten aufspalten. Dieses Phanomen, das als Zeeman-Effekt bezeichnet wird, bestatigt die
elektromagnetische Theorie des Lichtes.

5Die Wellenfunktionen der Elektronen eines isolierten Atoms kann in ein Produkt einer Radialfunktion und einer
Kugelflachenfunktion, welche die Winkelabhangigkeit beschreibt aufgespalten werden.
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Abb. 6.3: Schematische Darstellung des Zeeman Effekts. Im Magnetfeld spaltet ein Multiplett
von atomaren Zustanden mit gleicher Drehimpulsquantenzahl aber unterschiedlichen magnetischen
Quantenzahlen m in equidistante Energiezustande auf. Achtung! in der Abbildung sollte / statt
h stehen.

Magnetfeld spalten diese Energieniveaus in ein Multiplett mit unterschiedlichen Energien auf.

L,
e ~/~ .
hm B,

Enem(1B|) = Ene(B =0) + o

—m
= Ene(B=0)+pg|B|l-m
Dies ist der normale Zeemaneffekt.

Wahrend beim normalen Zeeman Effekt nur das magnetische Moment des Bahndrehimpulses
beriicksichtigt wird, wird beim anomalen Zeeman Effekt auch das Moment des Eigendrehimpulses
S des Elektrons, dem Spin des Elektrons, mit beriicksichtigt. Betrachtet man das magnetische
Moment von Bahn und Eigendrehimpuls des Elektrons erhalten wir

- (ge§+ E)

Dabei muss der g-Faktor des Elektrons g mitberiicksichtigt werden. Jedoch eignet sich diese Darstel-
lung nicht, weil Bahndrehimpuls und Elektronenspin sich nur vektoriell addieren. Die Drehimpulsquan-
tenzahlen von Bahn- und Eigendrehimpuls sind keine Quantenzahlen mehr. Die weitere Behand-
lung erfordert eine storungstheoretische, quantenmechanische Rechnung, von der wir hier Abstand
nehmen.

= —

6.6 Das skalare magnetische Potential

Um das Magnetfeld eines Magneten mit gegebener Form zu bestimmen, gibt es eine spezielle Meth-
ode, die wir hier vorstellen mochten. Es kann ein skalares magnetisches Potential bestimmt werden,
welches ganz analog zur Elektrostatik bestimmt werden kann.

Dazu betrachten wir die Maxwellgleichung im statischen Fall
VxH=]
Wir ersetzen B = Moﬁ entsprechend der Zustandsgleichung und ersetzen die Stromdichte durch die
effektive Stromdichte der Magnetisierung
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MAGNETISCHE ERREGUNG

Die GroRe

. 1 = -
H=—B-M (6.21)
Ko

nennen wir wieder magnetische Erregung. Der Zusammenhang mit der Zustandsgleichung Gl. 3.6
wird in Kapitel 7.2 hergestellt.

Da die Rotation der magnetischen Erregung verschwindet, kann sie als Gradientenfeld eines
skalaren Potentials dargestellt werden. Wir nennen dieses Potential “magnetisches skalares Po-

tential” ®,(7).

_ 1 - - -
H=—B—M=-Vby (6.22)

Eine leFerentialgleichung fur das magnetische Skalarpotential erhalten wir mit der Maxwellgle-
ichung VB = 0.

/1 . 1 e o oo
Vb =-V|—B-M|=—-—VB+VM=VM
Yo Mo:?)"

Diese Gleichung hat die Form der Poissongleichung aus der Elektrostatik. Die Divergenz der Mag-
netisierung spielt also, bis auf das Vorzeichen, die Rolle einer effektiven magnetischen Ladungsdichte

Pm-

MAGNETISCHES SKALARES POTENTIAL UND MAGNETISCHE “LADUNGSDICHTE"

Das magnetische skalare Potential ®,,(7) erhdlt man fiir eine gegebene magnetische Ladungsdichte
pm(r)
om =—VM (6.23)

durch
V2 = —pum (6.24)
Die magnetische Erregung erhalt man als Gradientenfeld des magnetischen skalaren Potentials, d.h.

H=-Voy (6.25)

Beachte, dass pys keine wirkliche Ladungsdichte ist. Der Name entstand nur durch die Analogie von
V2®dy = pm mit der Poissongleichung und von H = —V®,, mit dem Zusammenhang £ = —V®
des elektrostatischen Feldes mit dem elektrostatischen Potential.

Dies erlaubt es, alle Techniken fiir die Losung der Poissongleichung direkt auf diese Fragestellung
aus der Magnetostatik anzuwenden. Wir erhalten zum Beispiel

(7
—VIM(r) (6.26)
4|7 — |

d (7)) :/d3r’
Das Magnetfeld B erhalt man durch Auflésen von Gl. 6.22
§(F) GI.:6.21 1o (Fi—l— M) GI.:6.25 1o (—ﬁq)/w + M)

=, =T
&ﬁ/dslj VHM(;)

4m |F—r|

Gl. 6.26 —
= + uoM(r)
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Besonders geeignet ist die bisher beschriebene Vorgehensweise fiir die Bestimmung des Streufelds
eines homogen magnetisierten Magneten. In diesem Fall liegt die “magnetische Ladung” pp, alleine
auf der Oberflache des Magneten. Ein quaderartiger Magnet lasst sich dann mit den Methoden fiir
den Plattenkondensators behandeln.

SchlieBlich wollen wir noch einen geschlossenen Ausdruck fiir das Magnetfeld um einen Magneten
finden.

BI(7) = “028/d3' (M) = |+ o (1)
= —ﬁ;a/d%w(r')ak [+ oM (7
= “Oz/d3r’ Mk(r’)86k| 7 + oM, ()

Wir bené&tigen nun die zweiten Ableitungen von 1/|7], was wegen der Polstelle nicht trivial ist. Um
die Singularitat zu vermeiden, bilden wir eine Funktionenfolge, welche gegen die gewiinschte Funktion
konvergiert, aber im ganzen Raum zweimal differenzierbar ist.

I .
() 13-15]  fwr A<
S L fir |7 > e

Fiir die Funktionen f,. diirfen wir nun die Ableitungen bilden und erhalten

— 4 250 fiir |7 < re

I AGER T
iYjlre 3mj|7|5511m fiir |F| > r.

Nun bilden wir den Grenziibergang r. — 0 und erhalten das etwas iiberraschende Resultat, dass der
Beitrag fiir r < rc, nicht verschwindet, sondern eine §-Funktion ergibt.

a 1 - 3/’,‘/’1'—5,'J|F‘2 47 oy
007 = T = 0i6(7)

Nun konnen wir dieses Zwischenresultat verwenden um das magnetische feld zu bestimmen. Dabei
fassen bringen wir den letzten Term, woM; des Ausdrucks fiir das magnetische Feld in das Integral
und addieren ihm zum eben bestimmten §-Funktionsbeitrag.

| _ r/|5

B =523 [ ‘W[W D) OulT= 0 S, 7| ()
k

Hier haben wir wieder vorausgesetzt, dass die Magnetisierung in einem endlichen bereich lokalisiert
ist und die Magnetisierung auf der Oberflache des Integrationsvolumens verschwindet.
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MAGNETFELD EINER MAGNETISIERUNG

s o [ s, | 3F=r@(F-r")—1F-r)? 8r . | o
B(F)47r/drl P + 316(r Y| M(r")

(6.27)

Das magnetische feld eines Punktmagneten erhalten wir durch Ersetzen der Magnetisierung durch
W(F) = o (7 - 7).

F— F_ ) — 7_ 7\2
Biry = Ho | A= R)OTZ ) ZMPZR)” | STy s )| g
|F— Rl 3

(6.28)

Der erste Term ist analog zum elektrischen Feld um einen elektrischen Punktquadrupol. Der zweite
Term darf aber nicht vergessen werden.

6.6.1 Exkurs: Magnetische Resonanz

Betrachten wir die Aufspaltungen der atomaren Energieniveaus in einem Magnetfeld, so haben wir
bereits den Zeeman Effekt kennengelernt, der durch die Wechselwirkung des magnetischen Moments
(Bahndrehimpuls und Spin) des Elektrons mit einem externen magnetischen Feld beschreibt.

Betrachten wir nun einen Elektronenzustand der mit einem Elektron besetzt ist. Der Spin des
Elektrons kann entweder parallel oder antiparallel zum Magnetfeld stehen. In Abwesenheit eines
Magnetfelds sind die beiden Zustdnde entartet. Bei angelegtem magnetischen Feld ist der Zustand
mit dem Spin antiparallel zum Magnetfeld energetisch giinstiger, wahrend der andere Zustand in der
Energie angehoben wird. Ist Eq die Energie des Zustands ohne Magnetfeld, so erhalten wir nun die
beiden Energieniveaus

_, 1 _,
E(B,s;) =Eo*+ §geMB‘B|

Ist der Zustand in einem Festorper oder einem Molekiil eingebettet, dann kann das Magnetfeld von
der Umgebung abgeschirmt werden. Dies fiihrt zu einer Reduktion der Aufspaltung, die charakteris-
tisch fiir den Zustand des Elektrons und seine Umgebung ist. Diese Absenkung der Energieniveaus
beschreibt man durch einen effektiven g-Faktor, im Allgemeinen nur g-Faktor genannt. Der effektive
g-Faktor erlaubt es Storstellen zu klassifizieren und die Winkelabhangigkeit des g-Faktors gibt einem
dariiber hinaus Hinweise iliber die Symmetrie des Elektronenzustands.

Die Bestimmung dieser Niveaus ist Gegenstand der Elektronenspinresonanz ® (ESR) oder Elek-
tronenparamagnetischer resonance ’(EPR), die zuerst 1944 von Zavoisky & beobachtet wurde.
Dabei wird ein Material in einem Magnetfeld mit Mikrowellen bestrahlt. Aus der Mikrowellenab-
sorption kann man die Abstdnde der Energieniveaus bestimmen. Die Elektronenspinresonanz wird
zum Beispiel in Halbleitern und Isolatoren verwendet um Information iiber Storstellen zu erhalten.
Ein weiteres Anwendungsfeld ist die Chemie und die Biochemie. Eine Voraussetzung fiir die ESR
methode ist die Existenz eines halbgefiillten Elektronenzustands.

Diese Elektronenniveaus konnen weiter aufgespalten werden, wenn der Atomkern selbst einen Spin
und damit ein magnetisches Moment besitzt. Je nachdem, ob der Kernspin parallel oder antiparallel

bengl.: Electron Spin resonance

“engl.: Electron paramagnetic resonance

8Evgenij Konstantinovic Zavojskij, (engl. Evgeny Konstantinovich Zavoisky ), Russischer Physiker 1907-1976.
Forschte seit 1926 an der Universitat in Kasan und entdeckte dort 1944 die ESR-Spektroskopie. Das dortige Institut
tragt seinen Namen. Inzwischen wird dort ihm zu Ehren der Sawoiski-Preis verliehen. (Sein Name wird auch Sawoiski
geschrieben). Seine Arbeit blieb im Westen lange unbekannt.
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zum Elektronenspin ausgerichtet ist, ergibt sich eine Energieabsenkung oder eine Energieanhebung.
Man nennt die magnetische Wechselwirkung zwischen dem Atomkern und dem Elektron die Hy-
perfeinwechselwirkung. Die Hyperfeinwechselwirkung kann mittels Kernspinresonanz (NMR)®
bestimmt werden. Solche Experimente werden genutzt, um Storstellen in Festkorpern zu charakter-
isieren, um ihre Symmetrie zu bestimmen und um etwas iiber ihre elektronischen Eigenschaften zu
erfahren.

SN
/// r—:‘—\\;‘ 1
. gBH+2 App
SN 4_\/\/\/\

N gBH-12 Ape

Zeeman Hyperfine
Interaction

Abb. 6.4: lllustration zur Hyperfeinwechselwirkung

Eine quantenmechanischen Behandlung des Spins zeigt, dass der Spin eines Elektrons entlang
einer Achse, z.B. die z-Richtung &,, nur die Werte S&, = S, = j:g annehmen kann. In einem
Magnetfeld richtet sich der Spin parallel oder antiparallel zum einem angelegten Magnetfeld aus. Das
magnetische Moment eines Spins ist /M = getgSe

Das Magnetisierung der Elektronen erhalt man durch die Spindichte ns(F) der Elektronen, der
Differenz

ns(F) = n(7) — ny(7)
der Elektronendichte nt(7) mit Spin parallel zum Magnetfeld und der Elektronendichte n (7) mit
antiparallelem Spin.

Mit dem gyromagnetischen Verhaltis vy, = —962—;8 des Elektrons und der Spindichte (Teilchen
pro Volumen) ns der Elektronen erhalten wir die Magnetisierung der Elektronen als

Me(F) = 'Yegens(?)

Dabei ist S der Spin des Elektrons, der entlang einer Achse die Werte /2 annehmen kann.

Den Atomkern beschreiben wir als ein punktformiges magnetisches Moment m,,c = 'yN§N, sodass
seine Magnetisierung die Form

Mn(F) :7N§N5(7)

Dabei ist vy das gyromagnetische Verhiltnis des Atomkerns und Sy sein Drehimpuls, d.h. sein Spin.
Der Einfachheit halber haben wir das Koordinatensystem so gewahlt, dass sein Ursprung mit der
Position des Atomkerns zusammenfallt.

9engl.: nuclear magnetic resonance
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Die potentielle Energie der Elektronen im Magnetfeld des Atomkerns, dessen Position wir der
Einfachheit halber in den Ursprung legen, ist

E=- / d*r Me(F)B(F)

z/d3r/d3r’ Me(F)

po (3(F-@F-r)—1F-r7 8r . S \| G 5
[M( F— i[5 FE R )

—

= S,ASy

Hierbei haben wir die Magnetisierungen mit Hilfe der gyromagnetischen Verhaltnisseauf die Spins
zuriickgefiihrt. A ist der sogenannte Hyperfeintensor, der die Spin-Spinwechselwirkung zwischen
Elektronen und dem Atomkern beschreibt.

A= —LOZ:FIYN /d3r/d3r’ os(F)

3(F= )@ (F—r) = 1(F—r)?
|F—rif®

e r _)_1_2
— B o gty | O+ )

+ 8%15(?— ;,)] 5(r')

A |15
UoYe YN ; FRF—172 2U0YeYN S
== d3r——- 2 1p.(0
47T |:/ |Fal5 pS(r) 3 ,Os( )

Anisotropie Fermi Kontakt

Seien nun beide Spins entlang dem Magnetfeld ausgerichtet, dessen Richtung durch den Ein-
heitsvektor € beschrieben wird. Der Elektronenspin kann sich nur parallel oder antiparallel zum
Magnetfeld ausrichten, d.h. S = j:gé. Hat der Atomkern die Spinquantenzahl j, dann kann sein
Spin in Richtung des Magnetfelds die Werte Sy = ehj, mit , =—j,—j+1,..., +j annehmen.

Je nach Richtung des Magnetfelds erhalten wir also die Energieniveaus

. 1 I R
Ex(ic) = Eo+ 595" usl Bl = [eAe]JZ

Den Abstand der Energieniveaus fiir unterschiedliche j, nennt man Hyperfeinaufspaltung. Durch
Bestimmung der Hyperfeinaufspaltung als Funktion der Richtung des externen Magnetfelds lasst
sich der Hyperfeintensor ausmessen. Die Hyperfeinaufspaltung lasst sich vom Zeeman Term unter-
scheiden, weil die Hyperfeinaufspaltung, im Gegensatz zum Zeeman Term, nicht von der Starke des
Magnetfelds abhangt.

Bei einem Einkristall, kann man durch Drehen des externen Magnetfelds die Anisotropieaufspal-
tung von der Fermi Kontakt Aufspaltung unterscheiden. Mittelt man lber alle Winkel, so hebt sich
der Anisotropieterm weg und der Mittelwert ist die Fermi Kontakt Aufspaltung. Da nur die s Elek-
tronen eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Atomkern besitzen, erhalten wir eine direkte
Aussage iiber die Anzahl der s-Elektronen und damit liber die Natur der Elektronenstruktur.

Die Winkelabhangigkeit liefert noch mehr Information iiber die Elektronenstruktur. Der Anisotropi-
eterm hangt nur von dem Produkt der p-Wellenfunktionen und dem Produkt von s- und d-Elektronen
ab, woraus wir wieder etwas (iber die Natur der Ladungsdichte erfahren. Wir kdnnen die Symmetrie
der Storstelle (kugelsymmetrisch, axial, oder niedrigsymmetrisch) und sogar seine Ausrichtung rel-
ativ zum Kiistallgitter bestimmen. Elektronenstrukturrechnungen von Storstellen[8, 9, 10] kdnnen
anhand der Hyperfeinaufspaltung mit dem Experiment verglichen werden, um der Storstelle eindeutig
eine Atomstruktur zuzuordnen.
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Da nicht alle Atomkerne ein magnetisches Moment aufweisen[11], wird das Experiment durch
Wahl geeigneter Isotope elementspezifisch gemacht werden.

Weitere Information zu Magnetischen Resonanz findet man in der Literatur[? 12], die aber
Kenntnisse der Quantenmechanik voraussetzt.

6.7 Exkurs: Mikromagnetisches Modell

Das mikromagnetische Modell bildet die Grundlage fiir die Untersuchung von Magnetisierungskurven,
sowie der dynamik von Weissschen Bezirken. Ein besonderes spannendes Thema ist die Untersuchung
von spontanen magnetischen Ordnungsstrukturen in Systemen mit kleinen Abmessungen.

Die Energie eines Magneten wird durch das mikromagnetische Modell beschrieben. Sie besteht
aus den folgenden Termen

e Der Absolutbetrag der lokalen Magnetisierung wird tiber eine Zwangsbedingung identisch zur
remanenten Magnetisierung Ms gesetzt.

e Die Austauschenergie (engl. exchange energy) hat die Form
Exe=A ((ﬁ/\?lx)2 + (VMy)? + (ﬁ/\?/X)Q)

wobei man A die Austauschkonstante ist. Er beschreibt dass sich die magnetischen Momente
benachbarter magnetischer Atome parallel ausrichten mochten. Er leitet sich aus dem Term

Eve =Y timi(R)m(R))
i#)
der die Wechselwirkung diskreter magnetischer Momente im sogenannte Heisenbergmodell
beschreibt. Die Ursache der Austauschenergie ist kein magnetischer sondern liegt in der Elek-
tronenstruktur.

e Kristallanisotropieenergie (engl: magnetocrystalline anisotropy): Durch einen relativistischen
Effekt sind die Momente des Bahndrehimpulses und des Eigendrehimpulses gekoppelt. (Die
rein magnetsiche Wechselwirkung ist vernachlassigbar. (Editor: zu iiberpriifen!)). Da die
Elektronenbahnen durch die Kristallstruktur beeinflusst werden, richtet sich der Elektronenspin,
der haupsachlich fiir die Magnetisierung verantwortlich ist, entlang gewisser Kristallachsen aus.
Ein kubischer Kristall ist symmetrisch beziiglich Drehung um 90° und beziiglich der Punkt-
spiegelung. Deshalb muss auch die Anisotropieenergie diesen Symmetrien geniigen. Fiir einen
kubischen kristall baut man die Anisotropieenergie aus zwei Funktionen auf

Eapiso = /d3r K1 (MIM3 + M5 M3 + M3M3;+) + Ko M3 M5 M3

Fir alle experimentell bestimmten Werte gilt K, << Kj

e Die magnetostatische Selbstenergie hat die Form

£ =~ [ &1 B0 Aiemes()

und wird mit der in Abschnitt 6.6 bestimmt. Dabei ist ﬁdemag das sogenannten Demag-
netisierungsfeld, welchses von der Magnetisierung selbst erzeugt wird. Dieses Feld ist vom
extern angelegten Magnetfeld zu unterscheiden.

e Zeeman Energie: Die Energie der Magnetisierung im externen Magnetfeld (magnetische Erre-
gung) ist die Zeeman Energie

Esxt:*,ufo/dar ﬁext(aM(’?)
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Durch Minimierung der Gesamtenergie lassen sich die magnetischen Strukturen bestimmen. Allerd-
ings werden haufig metastabile Strukturen eingefroren. Diese Strukturen kann man zum Beispiel
durch eine lokale Stabilitatsanalyse beim Umklappen des Felds bestimmen. Man beginnt mit einem
vollstandig polarisierten Material und klappt die Magnetisierung durch ein entgegengesetzes externes
magnetisches Feld um.

Ms[kA/m] | K1[kJ/m3] | K2[kJ/m3] | AlpJ/m]
Fe 1710 45 20 10
Co 1430 430 120 10
Ni 483 -4.5 2.3 10
CrO2 480 22 4 1
Fe304 480 -11 -2.8 1
g-Fe203 350 -4.6 0 1

Daten aus [13]

Hier wurde nur an der Oberfliche gekratzt. Das Material habe ich aus der Diplomarbeit von B.
Streibl entnommen([? ]. Das Buch von Brown[14] wird im Zusammenhang mit mikromagnetischen
Arbeiten haufig zitiert.

6.8 Ubungen

6.8.1 Das Streufeld eines Magneten

Betrachte das Magnetfeld eines Magneten, mit der Magnetisierung |[M(r)| = M. Die Magnetisierung
sei frei drehbar. Bestimme die Energie E = fd3r%E/—7 des magnetischen Feldes im Abhangigkeit
der Richtung und entscheide, ob das Magnetfeld parallel oder senkrecht zur Oberflachse steht. Die
Form des Magneten sei ein Zylinder der Lange L und dem Durchmesser d.

6.8.2 Wechselwirkung zweier magnetischen Momente

Betrachte inn einem Atom die magnetische Wechselwirkung des Atomkerns mit den Elektronen als
funktion des Abstands und er Richtungen der Magnetischen Momente. Der Atomkern habe ein mag-
netisches Moment M; und das Elektron hat den Drehimpuls %h und das gyromagnetische Verhaltnis
Je = 2.

6.8.3 Magnetisches Moment einer Leiterschleife

Zeige, dass ganz allgemein gilt M = | A wobei | der Strom der Leiterschleife und A die eingeschlossene
Flache ist. Editor: Was ist mit nicht ebenen Leiterschleifen?.

Bestimme das Magnetische Moment einer Spule mit n Windungen.

6.8.4 Punktdipol

Uberpriife, dass die Stromdichte f(F) = —nip X VO(F — 7) einen Punktdipol mit dem Moment g
am Ort 1y beschreibt.

Losung:

3y
I
N —
5~
Q
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N | =

/ d*r Fx (Mo x Vé(r — o))
Q
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Mit Hilfe der Vektoridentitat & x (b x &) = (3€)b — (ah)C erhalten wir

M=

/ d*r (FIVS(r — ro)]) i — (Fitio) V(r — ro)
Q

N =

/ d3l’ *6(!’* I’o)lﬁo (ﬁ?) +6(f* I’o)ﬁ(?ﬂo)
Q ~—~— ~——

=3 =0

N =

|
031



Chapter 7

Elektrodynamik in der Materie (4h)

7.1 Polarisation

Der Gedanke, der hinter dem Begriff der Polarisation steht, ist, dass das

Material aus Atomen besteht, welche in einem angelegten elektrischen

Feld polarisiert werden, also einen elektrischen Dipol ausbilden. Die -q +q

Polarisation ist die Dichte dieser Dipole. @_o
Ahnlich, wie wir Punktladungen in Gl. 2.1 zu einer Ladungsdichte »

zusammengefasst haben, konnen auch Dipole zu einer Dipoldichte d

zusammengefasst werden. Diese Dipoldichte wird Polarisation

genannt.

Definition 7.1 POLARISATION

PN = im |Z"f
QGQ

Dabei ist €2, eine am Ort ¥ zentrierte Kugel mit Radius r. und Volumen |Q,_ | = 4—” r3. Die Summe
erstreckt sich tiber alle Punktdipole mit Dipolmoment p,, und Position r,, die SlCh in der Kugel
befinden.

Die Polarisation einer Verteilung von Punktdipolen hat die Form

B(F) = Bub(F—72) (7.1)

Um mit der Polarisationsdichte umgehen zu konnen, ist es niitzlich, sie durch eine Ladungsdichte
auszudriicken. Das erlaubt es, die bekannten Methoden einzusetzen, die fiir Ladungsdichten en-
twickelt wurden. Diese Ladungsdichte wird dariiber hinaus hilfreich sein, um die Polarisation in den
Maxwellgleichungen zu beriicksichtigen.

Den Zusammenhang zwischen Polarisation und Ladungsdichte erhalt man mit Hilfe der Ladungsverteilung
eines Punktdipols, Gl. 5.19 auf S. 63.

ppor(F) 2N <5 VO(F - 7)] = -V ana(r F ] S VA7)

n

Damit erhalten wir

101
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ZUSAMMENHANG ZWISCHEN POLARISATION UND LADUNGSDICHTE

ppol(F) = =V P(F) (7.2)

o

Eaaaan

Eauaua
T
Sauaauie

Abb. 7.1: Eine homogene Polarisation, durch gelbe Dipole dargestellt, in einem Korper lasst sich
durch Oberflachenladungsdichte, blau und rot unterlegt, ersetzen. Im Innern des Korpers lassen sich
die Ladungen zu neutralen Einheiten ohne Dipol zusammenfassen.

7.1.1 Rolle von Polarisation und Magnetisierung

Die Rolle der Polarisation in der Elekrostatik ist analog zu der Rolle der Magnetisierung in der
Magnetostatik. Letztere wurde in Kapitel 6.5 und Gl. 6.14 eingefiihrt. Wahrend die Polarisation die
Dichte elektrischer Dipole beschreibt, ist die Magnetisierung die Dichte magnetischer Dipole.

Externe Felder konnen in einem Material sowohl elektrische als auch magnetische Dipole in-
duzieren. Sind die Dipole bereits in Abwesenheit externer Felder vorhanden, nennt man sie remanente
magnetische oder elektrische Dipole, bzw. remanente Polarisation oder Magnetisierung.

Die Polarisierung ist iiber Gl. 7.2 mit einer Ladungsdichte verkniipft. Ahnlich ist der Mag-
netisierung tber Gl. 6.16 eine Stromdichte zugeordnet.

In einem Material ist die einfache Interpretation der Polarisation bzw. der Magnetisierung als
Dichte atomare Dipole problematisch, weil die Atome in einem Material nicht mehr eindeutig voneinan-
der abgegrenzt werden kdnnen.! Polarisation und Magnetisierung sind nicht direkt messbar, sondern
nur indirekt iber die entsprechenden Strom- und Ladungsdichten, bzw. deren Felder. Deshalb betra-
chte ich die induzierten bzw. remanenten Ladungsdichten im Material als die fundamentalen GroRen
und Polarisation und Magnetisierung als abgeleitete Hilfsgroen, mit untergeordneter physikalischer
Bedeutung.

Dieser Blickwinkel weicht von der iiblichen Sichtweise ab, ist aber vollkommen gleichwertig. Bei
einem solchen Wechsel der Perspektive ist es wichtig, die logischen Zusammenhange nicht durcheinan-
derzubringen. Andernfalls lauft man Gefahr, einen Sachverhalt, der aus einer Herleitung resultiert,
bereits in der Herleitung zu verwenden, was natiirlich zu unsinnigen Tautologien fiihrt. Den Blick-
winkel wechseln zu konnen, ist eine aulerst wichtige Fahigkeit fiir einen Physiker, und wir niitzen das
Folgende, um diese Fahigkeit zu trainieren.

1Das Problem fiihrt nicht nur zu kleinen Korrekturen, sondern macht das ganze Problem unbestimmt.Das wird aus
Fig. 7.1 ersichtlich.



7 ELEKTRODYNAMIK IN DER MATERIE (4H) 103

7.1.2 Differentialgleichungen fiir Polarisation und Magnetisierung

Hier betrachte ich die induzierten Ladungsdichten pjng (7, t) und Stromdichten Jj,q(7, t) als gegebene
GroRen. Daraus sollen Gleichungen, welche Polarisierung und Magnetisierung bestimmen, abgeleitet
werden. Wir werden spater sehen, dass diese Gleichungen den Maxwellgleichung des Vakuums sehr
ahnlich sind und sich dadurch leicht in letzere integrieren lassen.

Wir gehen von den Definitionsgleichungen fiir die Polarisationsdichte und die Magnetisierungs-
stromdichte aus

:72 VA(F 1) (7.3)
YV x M(F, t) (7.4)

ppo/(r t)
Jmag(r t)

Die induzierten Ladungs- und Stromdichten betrachten wir jeweils als Summe eines Polarisierungsan-
teils und eines Magnetisierungsanteils. Es gilt also

Pind(F, t) = VP(F, ) +pmag(F, t) (7.5)
N—_——
Ppol
j;nd(’?: t):j,:.)o/(’?’ t)+§>< M(F, t) (76)
—
_jmag

Die Polarisierungs und Magnetisierungsanteile der Dichten sind noch nicht klar definiert. Der Po-
larisierungsanteil soll mit einer verschwindenden Magnetisierungsdichte kompatibel sein und der Mag-
netisierungsanteil soll mit einer verschwindenden Polarisierungsdichte kompatibel sein. Dabei spielt
der Ladungserhaltungssatz die wesentliche Rolle. Er muss insgesamt fiir die induzierte Ladungsdichte
gelten, aber nun auch fiir die Anteile separat.

Der Ladungserhaltungssatz Gl. 2.13 fordert fiir den Polarisationsanteil

Gl. 2 13 7.2 = = -
0 8i.‘ppol"‘f‘v./po/ ' \Y (_at'D +_/po/>

e e = (atﬁ)+ﬁxﬁ(rit) (7.7)

Die Divergenz legt die Stromdichte fiir eine gegebene E’olarisation noch nicht fest, sondern erlaubt die
Addition der Rotation eines beliebigen Vektorfeldes F. Dabei haben wir auf das Helmholtztheorem
Gl. D.3 (S. 242) zurlickgegriffen.

Fiir den Magnetisierungsanteil folgt aus der Ladungserhaltung

0 o 2 2 8tpmag + V_lmag l-:7-2 thmag + ﬁ (ﬁ X M)
————
=0
A Pmag(T 1) = g(r) (7.8)
wobei g(F) eine beliebige, aber zeitlich konstante Funktion ist.
Wir erhalten also aus GIl. 7.5 und GI. 7.10

pina(F, t) = VP(7. 1) + 9(7) (7.9)
Jind(Frt) = 8:P(F, t) + ¥ x M(F, t) +V x F(F, t) (7.10)

Erinnern wir uns, was unser Ziel ist: Wir wollen eine Polarisierung und eine Magnetisierung finden,
die mit den induzierten Strom- und Ladungsdichte kompatibel ist, und diese eindeutig bestimmt. Das
legt nahe, die unbestimmten GroBen einfach auf Null zu setzen.

Damit erhalten wir
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GLEICHUNGEN FUR POLARISATION UND MAGNETISIERUNG

Bei gegebenen induzierten Ladungs- und Stromdichten im Material konnen Polarisation und Mag-
netisierung mit Hilfe von

‘Ul
H:\.

- 9
-V Oind (7.11)
8P =

(7.12)

II\'
o

V x M+

bestimmt werden. Wir fassen diese Gleichungen als Definition der Magnetisierung und der Polarisation
auf.

Aus einer gegebenen Polarisation und Magentisierung folgen also eindeutig die induzierten Ladungs-
und Stromdichten. Umgekehrt legen vorgegebene induzierte Ladungs- und Stromdichten, die Polar-
isierung und Magentisierung nicht eindeutig fest.

Mehrdeutigkeit der Polarisation und der Magnetisierung

Hier analysieren wir die Freiheit bei der Festlegung der Polarisierung und Magnetisierung aus den
obigen Gleichungen Gl. 7.11 und Gl. 7.12.

Dazu betrachten wir zwei Lésungen, die sich durch 8P(F, t) und §M(F, t) unterscheiden. Welche
Bedungungen miissen 6P und 0 M erfiillen? Einsetzen in die Differentialgleichungen Gl. 7.11 und
Gl. 7.12 liefert die Bedingungen

VéP = und 0:0P+V x 6M =0

Die erste Bedingung bestimmt 6P = V x F, als reines Wirbelfeld, wobei F(7,t) ein beliebiges
Vektorfeld ist.> Dies folgt aus dem Helmholtz theorem Gl. D.3, wobei wir voraussetzen, dass die
Polarisierungen im Unendlichen hinreichend schnell verschwindet.

Es gilt also

P=V x F und OV x F+V xdM=0
Die zweite Bedingung legt §M = 8;F(F, t) + Vg(F, t) bis auf ein beliebiges Gradientenfeld fest.
P=V x F und oM = —8,F +Vg

Das ist das gewtlinschte Resultat: Es kann also durch Wahl eines beliebigen Vektorfeldes /-:(F, t) und
eines weiteren beliebigen skalaren Feldes g(7, t) ein neuer Satz von Polarisierung und Magnetisierung
gefunden werden, der mit denselben induzierten Dichten im Sinne von Gl. 7.11 und Gl. 7.12 kompatibel
ist.

Die Losungen fiir Polarisation und Magnetisierung

Die Gleichungen Gl. 7.11 und Gl. 7.12 haben groBe Ahnlichkeit mit den Maxwellgleichungen Gl. 3.1
und GI. 3.1.

-V
+ 0

‘Ui ‘01

=p
V x =J

2In diesem Abschnitt verwenden wir die gleichen Symbole F und g wie im letzten Abschnitt. Die Bedeutung ist
aber eine andere.
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Wir konnen uns die Losungen einfach von denen der Maxwellgleichungen abkopieren. Siehe
GIn. 4.4, 4.7 und Gl. 6.4. Dabei beschrinken wir uns auf den statischen Fall.

i
P(F’):@ /d3r,7ppo_{(rl +§X Fl(F)‘FﬁFQ(F)
4|F —r'|

P 7 - . o
:—/d3r’ Peoll)_TT G () + T RP)
r

- = - ~
W(7) :/d3r’ Imag(1) X (T 1) | Gp 7y
4i|F—r'|3

Wir wollen hierbei besonders die Mehrdeutigkeit der Losungen beachten. Wir haben hier die Rotation
eines beliebigen Vektorfeldes Fy und den Gradienten einer skalaren Funktion F»(F), welche die Laplace
Gleichung V2F, = 0 erfiillt, addiert, um zu einer allgemeinen Lésung zu gelangen. Der erste Term
ist eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung Gl. 7.2. Dazu kann eine beliebige
Losung der homogenen Differentialgleichung VP = 0 addiert werden. Ein allgemeines divergenzfreies
Vektorfeld kann nach dem Helmholtz Theorem (Appendix D.5) als Superposition der Rotation eines
beliebigen Vektorfeldes, in unserem Fall ﬁ(?), und dem Gradienten einer Losung der Laplacegleichung,
dargestellt werden.

Wir sehen dass die Polarisation nicht notwendig auerhalb des Materials verschwindet, wie man
das von einer Dipoldichte erwarten wiirde. Insbesondere taucht das Problem auf, wenn das Material
geladen ist. Esist damit verbunden, dass man versucht eine Punktladung durch Dipole zu beschreiben.
Dies ist ein klarer Mangel der Theorie, hat aber keinen Einfluss auf die Vorhersagen, solange man
nicht die Annahme macht, dass die Polarisation aulerhalb des Materials verschwindet.

7.2 Maxwellgleichungen in der Materie

Editor: Hierzu ein Bild zu externen, internen und induzuerten Ladungsdichten. Beispiel Plat-
tenkondensator oder Dotieratom.

Setzen wir ein Stiick Material externen elektrischen und magnetischen Felder aus, dann werden in
dem Material Ladungen verschoben und Stréme werden zum FlieBen angeregt. Es wdre ausgesprochen
miihsam, wenn wir diese induzierten Ladungen und Strome explizit bestimmen miissten, wenn wir
zum Beispiel untersuchen wollten, wie sich Strome in einem Draht, der durch einen Halbleiterchip
fiihrt verhalten. Deshalb ist es liblich, die internen Ladungen und Strome von den externen zu trennen
und unterschiedlich zu behandeln.

Die Darstellung, die im Folgenden beschrieben wird, ist sehr niitzlich, wenn die Materialien als
gleichformig angenommen werden konnen und eine einfache Form aufweisen. Die Verallgemeinerung
auf beliebige Falle ist jedoch nicht trivial.

Wir stellen uns ein Stiick Material vor, das ohne duRere Felder die Ladungsdichte po(7) und
die Stromdichte fo(F) besitzt.> Nun setzen wir diesen Korper externen Feldern aus. Als Resultat
werden Ladungen verschoben und Strome werden im Material angeregt und umgelenkt. Diese in-
duzierten Ladungs- und Stromdichten bezeichnen wir mit p;,4 und ﬁ,,d. Die internen Ladungs- und
Stromdichten, ppo; und fpo/ +]mag, setzen sich aus denen ohne Felder und den induzierten zusammen,
also

Pint = Ppol = Po + Pind
ﬁnt :j;w/ +fmag :jO +End

Die externen Felder miissen irgendwie auch durch Ladungs und Stromdichten erzeugt werden.
Wir nennen diese externe Ladungs- und Stromdichten und bezeichnen sie mit pex:(7) und jext(F). Es

3In einem magnetischen Material kénnen auch im Ruhezustand Strome flieRen.
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gilt also fiir die gesamten Ladungs und Stromdichten
Ptot = Pint + Pext
Jtot = Jint + Jext
Die internen Ladungs- und Stromdichten des gestorten Materials als beschreiben wir durch eine
Polarisation und eine Magnetisierung.
_6'5: Pint
V X M+ 8:P = jint
Wir niitzen wieder die Ahnlichkeit dieser Gleichungen mit den Maxwellgleichungen Gl. 3.1,3.4.%.

Nun setzen wir die internen Ladungs- und Stromdichten in die Maxwellgleichungen Gl. 3.1 und
Gl. 3.4 des Vakuums ein, d.h. mit € = ¢o und u = uo.

v (EOE) = pext —VP
Pint
- 1 - N L .
VX<M3>@G¢ﬂkﬂ+va+@P
0 N——
Eﬂf

Diese Gleichungen konnen in eine einfachere Form gebracht werden:

ﬁ(éog"r lB) = Pext
-~

5
I LN -
vx<BM)a4%E+ﬂ—%”
Ko -~
g D

Indem wir die dielektrische Erregung D und die magnetische Erregung H einfiihren, konnen die
Maxwellgleichungen erheblich vereinfacht werden.

DIELEKTRISCHE UND MAGNETISCHE ERREGUNG

Die dielektrische Erregung D(F) und die magnetische Erregung M(F) sind

D=eE+P (7.13)
A-L16_ (7.14)
Ko

Sie erhalten die bekannte Form

ﬁD‘:pext
VxE+8B=0

VB=0
vV x H—8,D zj'ext

Diese Gleichungen sind der Form nach identisch mit den bekannten Maxwellgleichungen Gl. 3.1-3.4.
Die wesentlichen Unterschiede sind allerdings,

4Beachte aber, dass die beiden anderen Maxwellgleichungen Gl. 3.2,3.3 auch erfiillt sein miissten damit wir die
Polarisation als P = —egEj,+ und die Magnetisierung als M = “—108,” interpretieren konnen. In dieser scheinbar

harmlosen Bemerkung steckt die gesamte Schwierigkeit, die Maxwellgleichungen in der Materie zu 16sen.
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e dass die dielektrische Erregung nun auch die Polarisation enthalt und die magnetische Erregung
H die Magnetisierung und,

e dass nur die externen Ladungs- und Stromdichten als Quellen der Felder eingehen.

Es ist von allergroter Bedeutung zu beachten, dass die Aufteilung in externe und interne GroRen
weitgehend beliebig ist, und daher auf Konsistenz geachtet werden muss. Im Allgemeinen beschreibt
man die atomaren Dipole und Strome mittels einer Polarisation bzw. Magnetisierung, wahrend man
die Strome und Ladungen, welche man durch externe Spannungen und Strome kontrollieren kann
durch externe Ladungs- und Stromdichten beschreibt. Betrachtet man allerdings die Bewegung
von Ladungstragern in einem Material, ist besondere Vorsicht geboten, weil diese ja selber Teil des
Materials sind.

e Die beschriebene Aufteilung hat den Nachteil dass wir die gesamte Ladungsdichte und Stromdichte
des Materials durch eine Polarisation beschreiben, was unnatiirlich erscheint.

e Fliessbach zieht von den Maxwellgleichungen des gestorten System diejenigen des Referenzsys-
tems ab. Die Felder sind dann

E = Etot - EO = Eext + E/'nd
B= Btot + BO = Bext + Bind
D =eo(Etor — Eo) + P
-1 - _
H - 7(Etot — EO) + P

Ko

Oint = Ptot — (00 + Pext) = Pind = —9P
Jint = Jtot — (o + Jext) = Jind = 0P +V x M

Der Vorteil dieser Beschreibung ist der Zusammenhang mit der Theorie der linearen Antwort,
weil die Felder und Ladungsdichten im Ruhezustand verschwinden. Man konzentiert sich dabei
auf die Storung, und hat die Eigenschaften des ungestorten Zustands ausgeblendet. Bei der
man die Anderung der Ladungs- und Stromdichten zu linearer Ordnung in den externen feldern
untersucht. Ein Nachteil taucht auf wenn der Ruhezustand selbst eine spontante Polarisation
oder Magnetisierung enthalt.

e Bei einer raumlichen Mittelung mittelt sich die Ladungsdichte des Ruhezustands heraus.

Beispiele:

e Betrachte Dotieratome in einem Halbleiter. Der Referenzzustand ist der undotierte Hlableiter.
Pext Sind die Ladungen der ionisierten Dotieratome und die Leitungselektronen bzw. Leitungslocher.

e Betrachte Leitungsbahnen in einem Computerchip. Die Leitungsbahnen sind in eine dielek-
trische Matrix (einen Isolator) eingebettet. Die Matrix ist der Referenzzustand. Die Strome
Jext sind die Strome in den Leitungsbahnen.

e betrachte einen Kondensator, der mit einem Dielektrikum gefiillt ist. Die externe Ladung
beschreibt die Ladung der Leiterplatten. Das Dielektrikum ohne Feld ist der Referenzzustand

Po-
7.3 Zustandsgleichungen

Die Polarisation und Magnetisierung in Material werden selber durch die elektrischen und magnetis-
chen Felder verursacht.
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Um die I\/Iaterialeigenschaften kennenzulernen, bestimmt man experimentell den Zusammenhang
zwischen Polarisation P und I\/Iagnet|S|erung M von den angelegten Feldern, dem elektrischen Feld E
und der magnetischen Erregung H. Messungen liefern uns zum Beispiel P(E, H) und M(E, H). Es
ist Ublich, elektrische und magnetische Grolken zu trennen. Dies hat keinen besonderen Grund, auler
dass die Kreuzterme tblicherweise klein sind.

Die Zustandsgleichungen beschreiben diesen Zusammenhang.

P(E) = Prem + €oXeE + O(E?) (7.15)
M(H) = Mrem+me+O(B2) (7.16)

Diese Gleichungen konnen als Taylorentwicklung einer Funktion P(E, H), bzw. M(E, H), angese-
hen werden. lsrem und Mrem sind die sogenannten remanente Polarisation und remanente Mag-
netisierung.

Meistens ist man an der linearen Antwort, das heilst, dem Beitrag bei sehr kleinen Feldern, inter-
essiert. Wir definieren uns daher die Suzeptibilititen.?

Definition 7.2 ELEKTRISCHE SUSZEPTIBILITAT
Die elektrische Suszeptibilitat® ist, bis auf die Konstante % die Ableitung der Polarisation P nach

dem elektrischen Feld E.
1 dP

€ dE;

Bei isotropen Materialien ist die Suszeptibilitatstensor proportional zur Einheitsmatrix.

[Xelij = (7.17)

9Es ist nicht immer einheitlich definiert, ob die Suszeptibilitat bei verschwindendem Feld bestimmt werden muss.
Man kann auf der einen Seite die Polarisation als P(E) = fOE/ dE'x(E) bestimmen. Auf der anderen Seite kann
man Suszeptibilititen héherer Ordnung einfiihren P(E) = Prem + X E + 2 E2 + O(E£2).Dabei wird x die lineare
Suszeptibilitat und xéz) die Suszeptibilitat zweiter Ordnung genannt.

Definition 7.3 MAGNETISCHE SUSZEPTIBILITAT
Die magnetische Suszeptibilitat ist die Ableitung der Magnetisierung M nach der magnetischen
Erregung H.

dM;
Xmlij = dil-ljl (7.18)

Um uns die Zusammenhange zu verdeutlichen betrachten wir einige Modellsysteme.

Gl. 716

B(H) = po(H + M) poMrem + to (1 + Xm) H = oMrem + pottr H
———

=iy

Gl. 7 15
Prem €0 (]- Xe) E= 'Drem FLO/Jer
——

D(E) = eE + P

=€

Ist xm > 0 spricht man von einem Paramagneten. Ist x,, < 0 nennt man das Material einen
Diamagneten Ist die remanente magnetisierung M, ungleich Null, spricht man von einem Ferro-
magneten

5Hier gibt es wieder ungliickliche Begriffsverwirrungen. Hiufig findet man die Definition xe = P/E und xm = M/H.
Dabei geht man davon aus dass erstens die Polarisation bei verschwindenden Feldern verschwinden, und dass der
Zusammenhang ein linearer ist. Dies ist aber nicht immer der Fall.
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Definition 7.4 RELATIVE DIELEKTRIZITATSKONSTANTE

€r=1+Xe (7.19)

Die Dielektrizitatskonstante € ist das Produkt der Dielektrizitatskonstante des Vakuums € mit der
relativen Dielektrizitdtskonstante, d.h.

€ = €g€, (7.20)

Die relative Dielektrizitdtskonstante ist einheitenlos.

Definition 7.5 RELATIVE INDUKTIONSKONSTANTE

b =14 % (7.21)

Die Induktionskonstante w ist das Produkt der Induktionskonstante des Vakuums pg mit der relativen
Induktionskonstante, d.h.

= ok (7.22)

Die relative Induktionskonstante ist einheitenlos.

7.3.1 Modell fiir einen Paramagneten

Stellen wir uns vor, dass die innere Energie Eq(M) eines Materials von der Magnetisierung abhangt.
In einem angelegten magnetischen Feld miissen wir zur inneren Energie noch die magnetische Energie
—Bni=— [d® MB, Gl. 6.19 auf S. 91, hinzuaddieren. Dabei ist das magnetische Moment i das
Integral der Magnetisierung M des Materials. Im folgenden verzichten wir auf die Vektorpfeile und
nehmen an dass sich Magnetfeld und Magnetisierung nur entlang einer Richtung ausrichten konnen.
Wir veranschaulichen hier ein allgemeines Prinzip am Beispiel eines magnetischen Materials, um
Verwechslungen mit den Symbolen von Energie und elektrischem Feld zu vermeiden. Jedoch lasst
sich das Prinzip analog auf dielektrische Materialen tbertragen.

Die Gesamtenergie hat dann die Form
Erot(M. B) = [ &r ecou(M 8) = [ &*r [eo(M) ~ EM]

Dabei ist e;or (M, B) die Energiedichte des Materials in Gegenwart von externen Feldern und ey(M)
ist die Energiedichte des Materials in Abwesenheit von Magnetfeldern.

Das Material wird seine Magnetisierung so einstellen, dass die Energie E;o: minimal wird.

5Etot _ Geo

om0 T am B

Fiir eine gegebene Magnetisierung erhalten wir also das Magnetfeld, bei dem sie stabil ist als Ableitung
der inneren Energie.

Betrachten wir nun ein einfaches Modellsystem ohne remanente Magnetisierung, bei dem wir seine
Energie nur bis zur zweiten Ordnung in der Magnetisierung beriicksichtigen.

1
e(M) = icl\/l2
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Abb. 7.2: Energiedichte eines Paramagneten als Funktion der Magnetisierung. Links ohne anglegtes
magnetische Feld. Rechts mit angelegtem magnetischem Feld. Das Feld verschiebt das Minimum
hin zu einer endlichen Magnetisierung My

Die Gesamtenergie inklusive der magnetischen Energie ist dann
L 2
etot(M, B) == ECM - MB (723)

Nun bestimmen wir fiir jedem Wert des Magnetfeldes die optimale Magnetisierung. In diesem Modell
erhalten wir

Beror(M, B) 1
=0 = M(B) = -B (7.24)

Um M(H) aus der bekannten Funktion M(B) zu bestimmen, miissen wir erst das Magnetfeld
durch die magnetische Erregung ausdriicken.

1 11

H(B) Gl.:7A14 S B_ M(B) Gl.:7A24 ~B_-B

Ko o c
1 1 -1 wo -1

B(H = = 2) H=pe(1-E) H

= B(H) (5-3) Heum(1-2)
B Gl 724 1 _ Mo/, Mo\, 1

= M(H) = M(B(H)) * <% ZB(H) = & (1 : ) H= =3 -H

N a.zis dM 1

Xm o = dH ~ £ -1

B(H) O 36T2072 (1 _ %) H=po |1+ (: _ 1) H

Xm

Dies bedeutet, dass die Magnetisierung ohne auleres magnetisches Feld verschwindet. Die re-
manente Magnetisierung ist also null. Ein angelegtem Feld erzeugt aber eine Magnetisierung, die
proportional zum Magnetfeld ansteigt.

SchlieBlich konnen wir die Energie mit Hilfe der magnetischen Suszeptibilitat ausdriicken:
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ENERGIEFUNKTIONAL EINES PARAMAGNETEN

-1

c 1

Xm:<_1> S = ppt X
Ko

11
Etor(B, M) € L7 /d3r (MOJF Xm g2 _ MB)

2 Xm

7.3.2 Modell fiir einen Ferromagneten

Nun betrachten wir ein Modellsystem fiir einen Ferromagneten.

eo(M) = aM* — bM?

bereits ohne angelegtes Feld erhalten wir drei Lésungen, fiir $% = 0, namlich M; = —/ 2, M, =0

und bei Mz = /2.

Haben a und b dasselbe Vorzeichen, dann sind davon zwei Losungen, namlich M; und M3, Minima,
und M, ist ein Maximum. Die Minima sind stabile Losungen, und entsprechen der remanenten

Magnetisierung Myem, = £4/ 2.

Betrachten wir nun die Minima bei angelegtem magnetischen Feld.
Etor(M) = /d3r (aM* — bM? — BM))

In Fig. 7.3 ist die Gesamtenergie fiir unterschiedliche Magnetfelder dargestellt. Wir sehen, dass
eine der Losungen bei einer bestimmten Starke des Magnetfeldes instabil wird. (Ein Ball im oberen
Minimum wiirde in das tiefere Minimum laufen.) Bei diesem magnetischen Feld wiirde die Mag-
netisierung, wenn sie sich zunachst im ungiinstigeren Minimum befindet, spontan in das stabilere
Minimum springen.

Die Kennlinie M(B) der stabilen Zustdnde mit dem beschriebenen Verhalten nennt man Hys-
terese, die in Abb. 7.3 dargestellt ist. Variiert man das Magnetfeld langsam von grolBen negativen
Werten zu groRen positiven Werten, dann bleibt das System zunachst einige Zeit im ungiinstigeren
Minimum und schaltet erst bei einer kritischen Feldstdarke um. Ohne Magnetfeld gibt es zwei un-
terschiedliche Zustande, die davon abhangen, welchen Magnetfeldern das System vorher ausgesetzt
war. Deshalb kann man ferromagnetische Materialien als Datenspeicher einsetzen.

In Wirklichkeit schaltet eine Hysteresekurve nicht so spontan um, wie in unserem einfachen Modell-
system. In unserem Modell kdnnen wir auch nicht erklaren, warum ein Stiick Eisen erst magnetisiert
werden muss, um ein Magnetfeld aufzuweisen. Der Grund liegt darin, dass das Material unter-
schiedlich magnetisierte Domainen, sogenannte Weisssche Bezirke aufweist, wie sie in Abb. 7.4
dargestellt sind. Makroskopisch heben sich die Magnetfelder der Weiss'schen Bezirke weitgehend
auf. Legt man ein Magnetfeld an, dann verschieben dich die Domainengrenzen derart, dass die
giinstig ausgerichteten Domainen auf Kosten der ungiinstig magnetisierten Domainen wachsen. Um
die Dynamik der Magnetisierung zu verstehen, muss man also die Wanderung der Domainenwande
untersuchen.

Materialien mit einer remanenten Magnetisierung nennt man ferromagnetisch. Analog nennt
man Materialien mit einer permanenten Polarisierung ferroelektrisch.

Die Parameter a und b sind normalerweise temperaturabhangig. Wechselt der Parameter b, wie in
Abb. 7.5 dargestellt, mit steigender Temperatur sein Vorzeichen, dann existiert oberhalb dieser Tem-
peratur nur ein stabiler Zustand mit verschwindender Magnetisierung. Man nennt diese Temperatur
Curietemperatur®

6Pierre Curie. Franz. Physiker 1859-1906. Nobelpreis 1903 fiir Physik fiir die Entdeckung der Radioaktivitat.
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Abb. 7.3: Darstellung einer Hysterese, namlich die Werte der Magnetisierung als Funktion der Mag-
netisierung. Eine Hysterese zweichnet sich durch zwei Zweige der Magnetisierung aus. Die einge-
blendeten Figuren zeigen die Energie des Materials im Magnetfeld als Funktion der Magnetisierung.

{7 —>

BN

Abb. 7.4: In einem magnetischen Material existieren magnetische Domainen, sogenannte Weisssche
Bezirke. Die effektive Magnetisierung ergibt sich aus dem Mittelwert der Magnetisierung.
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T<T; T=T, T>T,

Abb. 7.5: Darstellung eines Phaseniibergangs. Die Bilder zeigen die Energie des Materials in Ab-
hangigkeit der Ladungsdichte fiir Temperature unterhalb des Phaseniibergangs, am Phaseniibergang
und dariiber. Unterhalb der kritischen Temperatur ist die Symmetrie des Materials spontan gebrochen.
Es bildet sich eine endliche Magnetisierung aus. Bei einen sogenannten Phaseniibergang zweiter Ord-
nung wachsen die beiden Minima bei der kritischen temperatur zusammen. Man beobachtet sogenan-
nte kritische Flukuationen, die man als grosse Fluktuationen mit grossen Wellenlangen beobachten
kann. Ein Beispiel ist die kritische Opaleszenz. Oberhalb der kritischen temperatur, liegt nur ein
Minimum vor. Ohne angelegtes Magnetfeld verschwindet die Magnetisierung. Ein Magnet verhalt
sich oberhalb der kritischen temperatur ahnlich wie ein Paramagnet.

7.4 Potentiale in der Materie

Man konnte nun den Eindruck gewinnen, dass man die Potentialtheorie fiir skalares und magnetisches
Potential entsprechend auf die Maxwellgleichungen in der Materie verallgemeinern kann. Dies ist im
allgemeinen nicht der Fall!

Betrachten wir zunachst wo die Verallgemeinerung moglich ist: Es miissen zwei Bedingungen
erfiillt sein

e das Material ist homogen. Dies bedeutet, dass Dielektrizitats- und Induktionskonstanten raum-
lich und zeitlich konstant sind.

e das Material ist istotrop. Dies bedeutet, dass Dielektrizitats- und Induktionskonstanten keine
Tensoren sondern Skalare sind. Im allgemeinen sind sie als Matrix darstellbar. In isotropen Ma-
terialien jedoch sind diese Matrizen gleich der Einheitsmatrix multipliziert mit einer Konstante.

Dies beschreibt eine weite Klasse von Problemen in der Praxis.

Editor: Der folgende Abschnitt scheint nicht hierherzupassen

Sind Dielektrizitats- und Induktionskonstanten raumlich und zeitlich konstant, dann treten deren
Ableitungen nicht auf, sodass wir Gleichungen erhalten die direkt mit den Methoden der Elektrody-
namik im Vakuum zuganglich sind. Der einzige Unterschied ist, dass die Werte der Dielektrizitats und
Induktionskonstanten einen anderen Wert besitzen. Es ist dann erlaubt ein elektrostatisches Potential

o
o(F) = / g3 Peel) (7.25)
4meg|F — 1|
zu definieren.
65 = Pext
V x D+ €U OH=0
~~
1/c?
VH=0

ﬁx H—@tﬁzﬁxt

Entdeckte die Curietemperatur und Piezoelktrizitat. Verheirated mit Marie Sklodowska-Curie, mit der er zusammen
den Nobelpreis erhielt.
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In diesem Fall kann man die elektrische und die magnetische Erregung D und H als duBere elektrische
und magnetische Felder ansehen, also die Felder, die von den externen Ladungen und Stromen
erzeugt werden. Man kann dann in Analogie der Maxwellgleichungen im Vakuum ein Potential und
ein Vektorpotential einfiihren.

Diese Analogie bricht allerdings zusammen, sobald sich die Dielektrizitats- und Induktionskon-
stanten raumlich andern, weil dann zum Beispiel die Rotation der dielektrischen Erregung selbst im
statischen Fall nicht verschwindet. Betrachte zum Beispiel die Divergenz der magnegtischen Erregung

- o -1\ = 1 /52
VA= (v> B+—(VB) £0
Ko 2%] ,
=0
Deshalb kann die magnetische Erregung nicht als Rotation eines Vektorpotentials beschrieben wer-
den, wenn die Induktionskonstante ortsabhangig ist. Betrachte entsprechend die Rotation der dielek-
trischen Erregung
V x D= (Ve) x E+e(V x E) M2 (Fe) x E — €(8:B)

Da die Rotation selbst in Abwesenheit vgon magnetischen Feldern nicht verschwindet konnen wir es,
im Gegensatz zum elektrischen Feld, nicht als Gradientenfeld darstellen. Ahnlich verschwindet die
Divergenz der magnetischen Erregung

7.5 Randbedingungen an Grenzflachen

Die Maxwellgleichungen der Materie lassen sich relativ einfach fiir Systeme l6sen, die raumliche
und zeitliche Translationssysmmetrie aufweisen. Eine andere Klasse von Problemen, die seltener
auftauchen, aber zumindest numerisch durch Fouriertransfornmation in Raum und Zeit, I6sbar sind,
sind solche bei denen sich die Materialeigenschaften flieBend andern. Meistens haben Materialien
jedoch relativ scharfe Grenzen. Wenn das Problem Unstetigkeiten in den Materialeigenschaften
aufweist, 16st man das Problem stiickweise und passt anschlieBend die Teillosungen der einzelnen
Bereiche aneinander an. Dazu muss man wissen, welche Grolen an der Materialgrenze stetig sind
und welche nicht. Davon handelt dieses Kapitel.

An Grenzflachen verschiedender Materialien sind sowohl die magnetischen und elektrischen Felder
als auch die entsprechenden Erregungen unstetig. Im Folgenden werden wir die (Un)Stetigkeitsbedingungen
bestimmen, die es erlauben, die stiickweisen Losungen an der Grenzflache zusammenzufiigen.

Editor: Hierzu Grafiken!

e Dazu betrachten wir zunachst
ﬁD‘ = Pext

Betrachten wir eine Grenzfliche in der x-y Ebene. Wir integrieren die Divergenz iiber ein
infinitesimales quaderformiges Volumen €2 mit den Seiten Ax, Ay, Az.

/d3r 65:/d3r Dext
Q Q

L O o / PBr Do
oN

Da das Volumen klein ist, konnen wir die raumliche Variation der dielektrischen Erregung auf
jeder Seite des Volumens als konstant annehmen.” Sei D' die elektrische Erregung fiir z > 0
und D' diejenige fiir z < 0. Wegen der Unstetigkeit gilt das aber nicht iiber die Grenzfliche

"Der Beitrag Variation verschwindet im Grenzfall Ax — 0, Ay — 0, Az — 0
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hinweg, d.h. D' # D'!. Jetzt zerlegen wir das Oberflachenintegral in die 6 Seiten des Quaders.
Die vier Seitenteile tragen nichts zum Integral bei, weil die elektrische Erregung auf den jeweils
gegeniiberliegenden Seiten identisch ist, der Normalenvektor aber sein Vorzeichen andert. So
erhalten wir

AxAyD' — AxAyD' = AxAyAz p
D! —D!'=Azp

Dabei bezeichnet D, die Komponente senkrecht zur Grenzflache. Falls keine Oberflachen-
ladungen existieren, verschwindet die rechte Seite beim Grenziibergang Az — 0, sodass

D} = DY

Oberflachenladungen treten z.B. bei Ferroelektrika auf, sodass hierbei besondere Vorsicht geboten
ist.

Ganz analog erhalten wir aus VB = 0 die Bedingung

B =B

Nun betrachten wir
ﬁ X E+ atg =0

Hierbei betrachten wir ein kleines Flachenelement, das senkrecht zur Grenzflache steht. Wiederum
nehmen wir an, dass die Felder stiickweise konstant sind. Nun bilden wir das Integral tber das
Flachenelement und wenden den Stokesschen Satz an, um das Oberflachenintegral in ein Lin-

ienintegral umzuwandeln.
/dA' (Vx E+oB) =
= d?E:—/dﬁatB“

Wiederum fallen die Beitrage der Seitenteile im Linienintegral weg, weil die Felder identisch,
die Integrationsrichtung umgekehrt ist. Sei das Fachenelement in der x-z Ebene aufgespannt,
dann erhalten wir

AxE! — AxE!" = AxAzo,B,
= El - E!'! = Az8,B,

Beim Grenziibergang Az — 0 verschwindet die rechte Seite und wir erhalten
Ej = £y
Dabei steht E)| fir eine beliebige Komponente des elektrischen Feldes, das parallel zur Gren-
zflache liegt.
Analog erhilt man aus V x H — 8,D = J die Stetigkeitsbedingung
Hij = Hj|
Allerdings gilt diese Bedingung nur in der Abwesenheit von externen Oberflachenstromen. Dies

ist bei Ferromagneten von Bedeutung, da die remanente Magnetisierung zu Oberflachenstromen
fuhrt.
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Zusammenfassen gelten die folgenden Stetigkeitsbedingungen an Grenzflachen

STETIGKEITSBEDINGUNGEN AN GRENZFLACHEN

D, Dy
E E
H||‘ sind stetig Hi‘ sind unstetig

Zu beachten ist besonders bei Ferroelektrika und Ferromagneten wiederum die Einschrankung auf ver-
schwindender Oberflachenladungen und -strome.Editor: das ist missverstandlich. externe Ober-

flachenladungen??

Mit Hilfe dieser Randbedingungen konnen die Lésungen von beiden Seiten der Grenzflache zusam-
mengefligt werden.

Exkurs: Zerlegung einer superposition lokaler ladungsdichten ind Multipolmomente

Editor: Nicht fertig. Analog zu FlieBbach.
Wir betrachten eine Ladungsdichte die mit mit Hilfe einer Funktion f(F) gemittelt wurde.

pr(r) = [ (- Mol
Man nennt einen solchen Ausdruck eine Faltung. Das Integral der Funktion f(7) sei auf eins normiert.

/d3r f(A) =1

Dartiber hinaus soll sie analytisch sein und mit grokerem Abstand verschwinden. Betrachten wir eine
Folge von Funktionen, deren reichweite immer kiirzer wird, erhalten wir die d-Funktion.

Nun betrachten wir eine Ladungsdichte, die aus einzelnen Einheiten p,(F) zusammengesetzt sei.

o(F) = pn(7)
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Die entsprechend gemittelte Funktion ist
pr(7) = [ = 7)S on()
=Y [ o)
=Y [ o {7 7) - (7 - @) 7)

F2[(F = )] £ 7+ O - 72
=S {re-m) | [ o] ~vr-m) | [ oy - )

+55 | [P0 97— 7) [/ d&*r'po(r)(r7 = Fo) @ (17 — m} +0(7 - 7))

Q

= Z{qnf(ﬁ ) = PV F(F =) + % [VQ'VF(F—7)] +O(r — 5)2}

n

7.6 Exkurs: Ein klassischer Fall wie es nicht geht.

Das Folgende war ein Versuch, einen systematischen Losungsweg fiir die Maxwellgleichungen in der
Materie zu finden, vorausgesetzt, dass man das entsprechende Problem im Vakuum losen kann.
Dieses Kapitel ist also nur fiir Leser, die aus Fehlern lernen mochten. Ansonsten ist es nutzlos.

Das Problem ist, dass man wieder auf Differentialgleichungen geleitet wird, die zunehmend
schwieriger anstelle von einfacher werden. Das ist anfangs schwer abzusehen.

e bestimme die externen Felder aus den Maxwellgleichungen im Abwesenheit des Materials

veOE’ext = Pext
V x Eext + atBext =0
ﬁéext =0
- 1 - _ -
V x *Bext - atEOEEXf = Jext
Ko

Die Allgemeine Losungen flr die inEernen Felder sind noch unbestimmt und wird durch das
momentan frei wahlbare Vektorfeld F und das skalare Feld G(7 beschrieben. Spater werden wir
noch eine Bedingung fiir diese Felder erhalten, die dann das Problem darstellen.

e Die internen Felder bestimmt man sich aus

Pint = 76'5

B 1. - -
VL VS B =——P+VxF
Pint = VeoEjnt } nt €0

Ent:ﬁxm—atﬁ

i "/ > = = B . = M*E ) = ﬁG
antZVXJOBmtJrateoE,m} int = Ho oko0:F +



118 7 ELEKTRODYNAMIK IN DER MATERIE (4H)

e Dies gibt uns einen Ausdruck fiir die gesamten Felder

_ _, _ _ 1 = = _
Eges = Eext + Eint = Eext — ?P‘i‘v x F
0

Bngs = Bﬁext‘ + Bﬂint = Bﬂext + /J'OM - EO,U'Oat,_:‘|' ﬁG

e Nun nutzen wir die Zustandsgleichungen, um Polarisierung und Magnetisierung durch die
gesamten Felder auszudriicken und sie damit aus der obigen Gleichung zu eliminieren.

—

ﬁzeOXeEges
. _ 1 - .
M = Xmngs = Xm (Bges - M)
Ko
- 1 _,
=M

=—— B
po(1+xm) 7
Wir setzen das Resultat ein
Eges = Eext - XeEges + ﬁ X ﬁ

= = 1
Bges = Bext + ———
ges ext (1+Xm)

und losen nach den gesamten Feldern auf

éges — eop,o@t/-:—k ﬁG

—

ges

{Eext + V x ﬁ]

1 + Xe
. 1+ - L
Boes = — 2 | Bext — €0ttodF + VG|
Xm

e SchlieRlich miissen wir das Vektorfeld F und das skalare Feld G bestimmen. Dazu setzen wir
die gesamten Felder in die Maxwellgleichungen Gl. 3.2 und Gl. 3.3 ein, die ja auch erfiillt sein

mussen.
VBges = 0
-1 _ .
= VX0 (B — oodiF + 6] =0
Xm
und
ﬁ X Eges + atgges =0
= = o = 14+Xxm = .
:in[Eext—i—VxF}—&—@t I:Bext—ﬁol.boatF+VG =0
1+ Xe Xm

e Wir konnen die beiden Felder zusammenfassen.
/Zdéf— Eo,l.l,()atlE‘i‘ ﬁG
und erhalten mit

= —EQ,LLoatﬁ X IE
/'_( = *Eo,u,oﬁ X /?

(Achtung! Integrationskonstante!)

Z1 . B
gLt Xm [Bewe +0:K] =0
Xm
— 1 — ]. =3 — 1 + — —
¥ x Ei— ——% x K} 4 p, 2 Xm {Bext + atK} —0
14+ X%e €olbo m

e und so weiter und so weiter.....



Chapter 8

Freie Felder (2h)

Wir betrachten jetzt den Spezialfall, dass weder Ladungen noch Strome vorhanden sind. Daraus resul-
tieren die homogenen Maxwellgleichungen. Die Losungen beschreiben elektromagnetische Strahlung.
Elektromagnetische Strahlung hat, je nach Wellenlange, die Eigenschaften von Radiowellen, Mikrow-
ellen, Warmestrahlung oder Infrarotlicht (i.r. Strahlung), sichtbarem Licht, ultraviolettem (UV) Licht

oder Rontgenstrahlung.

Mikrowellen

187 — 10 x 1073

Alm] w[HZ] hw(eV]
AM Radiowellen 6 —2 x 102 0.5—1.5x 10° 2—-6x107°
Kurzwellenradio 187-5.55 | 1.605 — 54 x 10° | 6.6 — 220 x 10~°
FM Radiowellen 555—0.187 | 54— 1600 x 10° | 0.22 — 6.6 x 107°

1.6 —30 x 10°

6.6 — 120 x 107°

Infrarotlicht 1073 — 750 x 1072 | 0.3 — 400 x 10%? 0.0012-1.65
Sichbares Licht 750 — 400 x 1072 | 400 — 750 x 1012 1.65-3.1
UV-Strahlung 400 — 10 x 107° | 0.75 — 30 x 10%® 3.1-124
Gammastrahlung < 10712 > 1020 > 106
5]
4] c W — =
2lz |22l [5 =| 3 B g
5|2 |23/ (8,8 & 2 o
Cleg|l2E| 8| ETE s = 2 E
S|eg|e2| 58|32 E = @ E
<meg|FY-|ss|==z2 = w (7
's 1g 17 1g 19 T10 111 142 113 114 115 116 117 118 |
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 ND 10 10 10 Hz
Wavelength| | Wavelength| | Wavelength Wavelength
is about about 3 m about 3 cm Wavelengths e
3 football or 10 feet | |or1inch 400-700 nm | | 30 y diameter
fields long. long. long. of hydrogen
atorn

Abb. 8.1: Source:http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/

119
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8.1 Wellenpakete, Gruppen und Phasengeschwindigkeit

Bevor wir uns mit elektromagnetischen Wellen beschaftigen, wollen wir allgemeine Eigenschaften von
Wellenpaketen erkunden.
Betrachten wir zunachst ein Wellenpaket

V(7 t) = x(F, t)efor—wk)) (8.1)

wobei x(7, t) eine Umhiillungsfunktion ist, die sich nur langsam im Raum verandert.
Ist die Dispersionsrelation w(l?) bekannt, dann lasst sich die Wellenfunktion auch aus Partiallo-

sungen aufbauen.

W(F _ d3k A /? i(KF—w(k)t)
(rv t) - (271_)3 ( )e

Durch Vergleich mit Gl. 8.1 erhalten wir einen Ausdriick fiir die Umhiillungsfunktion

- d>k P\ ai (KF—w(k)t) ,—i(KoP—w(ko)t)
X(I’, t) = WA(/()G e
a3k I
= WA(/()GXP i|(k—ko)r— (w(k)—w(ko)) 1)
—_——

(K—ko)V w (k)+O(k—ko)?
Talor [ Pk iy (1R Fo) (F— S aw(k)t) + O(F — Fo)?
= W()exp(’{( —0)(f— kw())+ ( —O)D

Wenn die Umhillungsfunktion im Realraum hinreichend glatt ist, dann tragt ihre Fouriertransformierte
A(k) nur bei k = 0 wesentlich bei. Deshalb kénnen die Terme hcherer Ordnung in k — Ko in erster
Naherung vernachlassigt werden.

Daraus resultiert, dass

x(7, t) = x(7' = Vgt, 0)

wobei Vg, die sogenannte Gruppengeschwindigkeit ist.

Definition 8.1 GRUPPENGESCHWINDIGKEIT
Die Gruppengeschwindigkeit ist die Geschwindigkeit der Umhiillungsfunktion eines Wellenpakets. Die

Richtung der Gruppengeschwindigkeit von Licht legt die Richtung eines Lichtstrahls fest.

_ def= 7 Ow
vg:eVEw(k) & V. = 5
1

Die Gruppengeschwindigkeit hangt vom dominanten Wellenvektor ko des Wellenpakets ab.

Die Gruppengeschwindigkeit ist die Geschwindigkeit mit der sich das gesamte Wellenpaket, d.h.
seine Umbhiillende, bewegt. Tragen verschiedene Wellenvektoren zum Wellenpakte bei, dann gibt
es keine einheitliche Gruppengeschwindigkeit, sodass das Wellenpaket zerflieBt. Der Grund fiir
dieses AuseinanderflieBen ist dass sich unterschiedliche Anteile des Wellenpakets mit unterschiedlichen

Geschwindigkeiten bewegen.
Im Gegensatz dazu ist die Phasengeschwindigkeit, die Geschwindigkeit eines einzelnen Wellen-

berges. Betrachten wir dazu den Phasenfaktor

-
e

J

i (kP-w(R)t) _ eil?(r1

=
=

Die Welle selber bewegt sich also mit der
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Definition 8.2 PHASENGESCHWINDIGKEIT
Die Phasengeschwindigkeit ist die Geschwindigkeit eines Wellenbergs, bzw. eines Wellentals. Die

Phasengeschwindigkeit steht also auch senkrecht auf einem Wellenberg. Die Richtung der Phasen-
geschwindigkeit ist mit der des Wellenvektors identisch.

ok w(k) . w(k)
Vp = == = |Vp‘ = —
k| IK| |k

Der Faktor E/ \/?| ist der Einheitsvektor, der die Rightung der Bewegung angibt. Die Phasen-
geschwindigkeit hangt vom dominanten Wellenvektor ko des Wellempakets ab.

Ist die Dispersionsrelation w(k) einer Welle bekannt, so erhalt man daraus sowohl die Gruppen- als
auch die Phasengeschwindigkeit. Es ist zu beachten, dass sich Gruppen- und Phasengeschwindigkeit
sowohl in Richtung als auch in Betrag unterscheiden konnen.

Die Terme, die wir vernachlassigt haben, fiihren dazu, dass sich die Umhillungsfunktion mit
der Zeit verbreitert. Dies kommt daher, dass das Wellenpaket aus unterschiedlichen Partialwellen
aufgebaut ist, von denen jedes eine eigene Gruppengeschwindigkeit hat. Ist die Dispersionsrelation
linear, dann bleibt die Form des Wellenpakets erhalten, was fiir eine Signaliibertragung wesentlich ist.
Dies ist gerade bei der elektromagnetischen Strahlung der Fall.

8.2 Licht

In Abwesenheit von Stromen und Ladungen haben die Maxwellgleichungen Gl. 3.1-3.4 die Form

VD=0
VXxE+8,B=0
VB=0
VxH-8D=0

Diese Gleichungen sind translationssymmetrisch in Raum und Zeit, was es nahelegt die Maxwellgle-
ichungen zu Fourier-transformieren. Dazu wahlen wir den Ebenen-Wellen Ansatz

—

E(7t) = / d*k E(K)e/F=w)

D(7,t) = / d*k D(K)e/Kr—w
A(F, t) = / d®k H(K)ekrwt)
B(F.t) = / d*k B(K)e!kr—wt)

Wir integrieren nicht iiber w, weil sich die Kreisfrequenz w spater als eindeutige Funktion des Wellen-
vektors herausstellen wird.

In der Fouriertransformation wird jeder Gradient in einen Faktor ik und jede Zeitableitung in einen
Faktor —iw umgewandelt. Dies soll am Beispiel einer skalaren Funktion dargestellt werden:
F(7.t) = /d3k F(K)e/kr-wo
V(7 t) = /d3k F(K)Velkr-wn = /d3k iKF(K)e ket
/ Ak (—iw)f(K)e/ Ko

B:f(F t) = / Ak (K)o, K =
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Schliellich muss man wissen, dass eine Funktion nur dann im ganzen Raum verschwindet, wenn alle
seine Fourierkomponenten verschwinden, d.h.

/&kﬂ@&”ﬂﬂzo = f(ky=0

Dies folgt daraus, dass die Ebenen Wellen linear unabhangig sind.

Nun setzen wir diesen Ansatz in die freien Maxwellgleichungen ein und erhalten ein algebraische
Gleichungssystem fiir die Fourierkomponenten der Felder.

kD(k) =0 (8.2)
k x E(k) —wB(k) =0 (8.3)
kB(k) =0 (8.4)
k x H(k) +wD(k) =0 (8.5)

e Aus der ersten Maﬁwellgleichung Gl. 8.2 folgt, dass der Wellenvektor senkrecht auf der elek-
trischen Erregung D steht.

kD=0 = k1D

e Aus der zweiten Maxwellgleichung Gl. 8.3 erhalten wir eine Beziehung zwischen Magnetfeld
und elektrischem Feld.

g =l

kxE—-wB=0 = B=—-xE (8.6)

Wir erkenneﬁ darliber hinaus, dass das magnetische Feld B senkrecht auf dem elektrischen
Feldvektor £ und auf dem Wellenvektor k steht.

=B1k; BLE

e Aus der dritten Maxwellgleichung Gl. 8.4 lernen wir nur nochmals, dass das Magnetfeld senkrecht
auf der Ausbreitungsrichtung steht.

kKBE=0=B L k

e Aus der letzten Gleichung Gl. 8.5 erhalten wir einen Zusammenhang zwischen den elektrischen
und magnetischen Erregungen

—

Bk) = _5 « (R (8.7)

Wir erkennen dariiber hinaus, dass die dielektrische Erregung D senkrecht auf der magnetischen
Erregung H und auf dem Wellenvektor k steht.

=D.lk: DLH

AUSRICHTUNG DER FELDER IN EINER ELEKTROMAGNETISCHEN WELLE

Wir erhalten also die folgenden Beziehungen fiir die Richtungen der Feldvektoren, die auch in Fig. 8.2
nochmals zusammengestellt sind.

D1k
B1E
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Abb. 8.2: Stellung der Felder relativ zum Wellenvektor k und relativ zueinander. Die Winkel mit
den Punkten geben rechte Winkel an. Magnetfeld und dielektrische Erregung stehen senkrecht zum
Wellenvektor. Der Winkel untereinander ist jedoch materialspezifisch. Das elektrische Feld steht
senkrecht auf dem Magnetfeld. Es steht aber nicht senkrecht zum Wellenvektor sondern ist in oder
entgegen der Richtung des Wellenvektors verkippt. Ahnlich verhilt sich die magnetische eerregung
zur dielektrischen Verschiebung. Im Falle isotroper Medien ist auBerdem H||B und E||D, sodass alle
Felder senkrecht auf dem Wellenvektor stehen und ein rechtwinkliges Dreibein bilden.

Anhand der Winkelbeziehungen erkennen wir, dass es zwei unabhangige Polarisationsrichtungen
gibt: Zeigt der Wellenvektor in z-Richtung, dann kann die dielektrische Erregung sowohl in die x-
Richtung oder die y-Richtung zeigen. Beides sind unabhangige Losungen der Maxwellgleichungen.
Man nennt diese Partiallosungen linear polarisiert. Die Polarisierung wird durch einen Polarisa-
tionsvektor ép ausgedriickt, der senkrecht auf dem Wellenvektor stehen muss und die Richtung der
dielektrischen Erregung beschreibt.

Die Dispersionsrelation w(/?) erhalten wir durch Kombination von Gl. 8.6 und Gl. 8.7 mit den
Zustandsgleichungen.

= Gl. 87 _E —*GI._36_E 13
D "= wa = wx(u, B)
Gl. 8.6 _E -1 E =4 G'_35_E -1 E -13
A )
w?ép b=|Dle> —k x (pfl (/? x (e7'ép) )

w?® = =& (/? X (ufl (/? X (eflep))))

Der Einfachheit halber machen wir jetzt die Annahme, dass das Material nicht nur raumlich und
zeitlich homogen sondern auch isotrop ist. Dies ist bis auf Einkristalle eine hinreichend gute Naherung.
Selbst ein polykristallines Material wird fiir Licht isotrop erscheinen, solange die Kristallite deutlich
kleiner als die Wellenlange des Lichts ist. Die Dielektrizitats- und die Induktionskonstante eines
isotropen Materials ist proportional zur Einheitsmatrix. In einem solchen Fall werden die Konstanten
durch skalare GroRen ersetzt.

5 1

—a“p (/? x (k x é‘D))

g
I

R ,
0Lt g | K (Kep) —epk?
m

{
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Damit erhalten wir die Dispersionsrelation der elektromagnetischen Strahlung in isotropen und ho-

mogenen Materialien. Wellenpakete der elektromagnmetischen Strahlung breiten sich also immer mit

der Lichtgeschwindigkeit vy = % = C aus.

LICHTGESCHWINDIGKEIT

Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist

c= ~3x 108 (8.8)
S

1
vV E€oko

Das Symbol ¢ steht im Allgemeinen fiir die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.

Die Lichtgeschwindigkeit in Materialien cpa,t = \/%TL ist kleiner als im Vakuum.

In einem isotropen Material bilden E,B, und k ein rechtwinkliges Dreibein. Fiir einen gegebene
Ausbreitungsrichtung gibt es daher nur zwei unabhangige Richtungen fiir das elektrische Feld. Diese
beiden Richtungen beschreibt man durch die Polarisation des Lichts. Mit einem Polarisationsfilter
kann man eine Polarisationsrichtung ausblenden. Ein Polarisationsfilter besteht aus Kettenmolekiilen,
die parallel ausgerichtet sind. Diese Kettenmolekiile absorbieren Licht deren elektrisches Feld parallel
zu den Ketten ausgerichtet ist, aber nicht eines, dessen elektrisches Feld senkrecht zu den Ketten
steht.

Es mag lehrreich sein, die Dispersionsrelation des Lichts mit der eines relativistischen Teilchens

E = £/ mogc* + p2c2

zu vergleichen. Dieser Vergleich ist durch das Korrespondenzprinzip
E=hw p=hk

der Quantenmechanik moglich, das wir hier ohne Herleitung verwenden. Licht hat demnach die
Dispersionrelation

E =*4cp

Die Dispersionsrelation von Licht ist also identisch mit der eines relativistischen Teilchens ohne Masse.
Aus der Dispersionrelation folgt also, dass die Photonen, die Lichtteilchen, masselos sind

8.2.1 Stidrke des magnetischen Feldes im Lichtstrahl

In einem Lichtstrahl ist das magnetische Feld viel schwacher als das elektrische Feld. Wie man die
starke von elektrischen und magnetischen feldern vergleicht wird im folgenden gezeigt.

Wir betrachten wieder nur isotrope Materialien in denen die Felder mit dem Wellenvektor ein
orthogonales Dreibein bilden.
|k
w
Um die Starke zu vergleichen betrachten wir die Lorentzkraft auf ein geladenes Teilchen. Die
magnetischen Felder verursachen in einem Lichtstrahl Krafte auf ein bewegtes Teilchen mit der
Geschwindigkeit v, die um einen Faktor |V|/c kleiner als die des elektrischen Feldes sind. Fiir ein

Teilchen mit einer Geschwindigkeit von etwa 1000 km/h ist die von Magnetfeld verursachte Kraft
eine Million mal kleiner als die von elektrischen Feld verursachte Kraft.

Gl. 8.3 ELKLB

L. - - I
kxE—wB 0 = |B| = |E|=;|E\

8.2.2 Brechungsgesetz (Selbststudium)

Wir betrachten die Grenzflache von zwei isotropen Medien. Ein Lichtstraht wird auf die Grenzflche
geworfen. An der Grenzlfrache wird ein teil des Strahls reflektiert, also zuriickgeworfen, der andere
gebeugt.
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Abb. 8.3: Brechungsgesetz.

Wir spalten den einfallenden Wellenvektor in eine Komponente, kj ; senkrecht zur Oberflache
und eine parallel dazu, kq ) auf. Genauso verfahren wir mit dem gebeugten Strahl, was k> 1 und ks |,
definiert. Es sei (7 der Winkel des einfallenden Strahls zur Oberflachennormale und ¢, der Winkel
des gebeugten Strahls zur Oberflachennormale. Es gilt also

kl,H = Sin(w1)|E1|
ko, | = sin(p2) k2|

Die Winkelbeziehungen ergeben sich direkt aus den Lichtgeschwindigkeiten in den beiden Mate-
rialien und den Stetigkeitsbedingungen der Felder. Die Wellenberge des einfallenden, des gebeugten
und des reflektierten Strahls miissen wegen der Stetigkeitsbeziehungen an der Grenzflache zusammen-
fallen. Das bedeutet, dass die Komponenten der Wellenvektoren parallel zur Grenzflache identisch
sein mussen, d.h. ky || = kg .

sin(1) k| = ki = ko = sin(p2) k|
A

sin(p1) = Sin(%)@

Zusatzlich ist die Frequenz der beideni Strahlen identisch, da sie sonst an der Grenzflache nicht mehr
zeitlich synchron oszillieren, d.h. wi(|ki|) = wa(lkz|).

C1|/?1| = wl(El) = wz(/?l) = C2|/?2|

lke| _a

lki] @

: : c
sin(p1) = 5'”(402)—1
(&}

Cvac . Cvac .
— SIn = ——SIn
o (1) c2 (92)

Der Einfachheit halber hat man den Brechungsindex eingefiihrt.!

IHistorisch wurde der Brechungsindex empirisch eingefiihrt bevor die endliche Lichgeschwindigkeit bekannt war.
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Definition 8.3 BRECHUNGSINDEX
Der Brechungsindex eines Materials ist das Verhaltnis der Lichtgeschwindigkeit Vakuum und im

Material.

G
n=\/€Uu = C,:/jct (89)
a

Man nennt ein Material mit einem grélkeren Brechungsindex optisch dichter als eines mit einem
niedrigeren Brechungsindex. Der Brechungsindex ist immer groBer als eins, da sich Signale in einem
Material sonst schneller als die Vakuumlichtgeschwindigkeit ausbreiten kénnten.

Damit erhalten wir die endgiiltige Form des Brechungsgesetzes fiir die Winkelbeziehungen.

BRECHUNGEGESETZ

Sind n; und no die Brechungsindizes von zwei Materialien dann gelten fiir die folgenden Winkel-
beziehungen zwischen einfallendem und gebeugten Strahl

nysin(e1) = n2sin(y2) (8.10)

wobei 1 und 1 die Winkel sind die der entsprechende Strahl mit der Oberflachennormale einschliel3t.

V\

Ny4cSiN(G)

I I I(Ptrl 1
0 15 30 45 60 75 90

Abb. 8.4: Winkelbeiehung des Brechungsgesetzes flir Wasser im Frequenzbereichs sichtbaren Lichts.
Den Beugungswinkel fiir den Eintritt des Lichts von Luft in Wasser erhalt man, indem den Wert der
Vakuumkurve nycsin(@) fir den gegenen Einfallwinkel 6 sucht, und horizontal auf die Kurve von
Wasser nu,o sin(¢) lbergeht. Der zugehdrige Winkel ist dann der Beugungswinkel. Fiir einen Strahl
der aus dem Wasser in Luft Eintritt, sucht man sich zunchst den Wert der wasserkurve und schlagt
den Winkel nach, fiir den die Vakuumkurve denselben Wert besitzt. Der Winkel ;. ist der Winkel
der Totalreflexion.

Abb. 8.4 illustriert das Brechungsgesetz. Das Diagramm ist niitzlich um Fische zu fangen. Ein
Fisch hat nach oben nur einen Sichtwinkel von £45°. Bei groReren Winkeln spiegelt sich der Grund.
Dennoch hat der Fisch den kompletten Uberblick. Wie in einem Weitwinkelobjektiv wird das gesamte
Gesichtsfeld in den Bereich hineingebrochen. (Das kann man beim nachsten Badeurlaub iiberpriifen.
Will man einen Fisch mit der Hand fangen, muss man berucksichtigen, dass der Fisch weiter weg
erscheint als er tatsachlich ist.

8.2.3 Selbststudium: Lichtgeschwindigkeit in anisotropen Materialien

Editor: das ist noch nicht fertig!
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Wir untersuchen nun die Lichtgeschwindigkeit in anisotropen Materialien. Dabei beginnen wir mit
Gl. 8.8:

w? = ~% \/E_/x (uﬁl (k X (6715[))»
a b z
é'(BXC);"(aXb) (#_1 (E % (6_155)))) (/? % _‘D)
—axb

|
S
!
X
Dl
N—
t\
-
S
X!
X
—
m
L
()
O
~—
N—

Nun stellen wir das Kreuzprodukt durch den Levi-Civita Tensor dar, also ¢, dar, d.h. (a X 5) =
Zi,j e,,j,kajbk.

1

w2(/?) = Z ki [Ef,j,k (ﬂfeleo,e) (P«;}n (em,n,okneD,o))}

ij.k.£,m,n,o

-1,-1
Z Z ei,j,kej’( Ky ' m€Em.n,o eD,leD,oknki

i4,n,0 | j,k,m

Wir sehen also dass die Frequenz des Lichts sowohl von der Richtung des Wellenvektors als auch
von der Polarisationsrichtung abhangt. Daraus folgt dass die Strahlrichtung von der des Wellenvek-
tors abweichen kann. bei der Herleitung des Brechungsgesetzes fiir anisotrope Medien muss dieser
Unterschied beachtet werden.

SchlieBlich erhalten wir die Gruppengeschwindigkeit, also die Lichtgeschwindigkeit als

dw
E : E -1,,-1 E : § : -1,,-1
2wdk = Ei,j,kejvg,ulkvmem,p,o eD,ZeD,oki+ Ep,j,kejvzﬂkvmem,n,o eD,ZeD,okn
p

2,0 |jk.m 4,no |jkm

§ § : -1, -1 E : E : -1, -1
= €n,j,l(ejj,u'klmem.p,o eD,ZeD,okn"" 6p,J',l(e_/"g/J'kvmem,n,o eD,ZeD,okn

nt,0 |jkm 4,no |jkm

— E E -1,,—-1 -1,,—-1
- (en,j,kej'g ,u'k'mem,p,o + ep,j,kej,g /Jk’mem,n,o) eD,ZeD,okn
nt,0 |jkm

E § : -1,,—-1
(Gp,o,men,j,k + Gp,j,ken,o,m) Ej’g [J,k’m eD,eeD,okn
nt,o

J.k.m

Das Resultat ist nicht sehr tibersichtlich weshalb wir ein spezielles Koordinatensystem wahlen. Sei
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k = |k|& und & = &.

dw o i}
20JdT(p = Z (Ep,l,m€3,j,k + epijk€3,1,m) efvll'u'k,%n I

J.k.m

1, -1 1, -1 -1, -1 7
= (Ep,l,m€3,1,2€1,1M2,m + €p,1,m€3,2,1€5 1M1 + €pjik€3,1,2€; 1 Mkvz) K|
J

=

,m

_ 11 1, -1 SR
= E €p1.m (€11M2m — €2 1M1 m) + E :GP:Jxkej,l Bio | 1Kl
m Jik

Wir bestimmen nun die einzelnen Komponenten der Geschwindigket und nutzen die Kreisfrequenz

_ —1,-1 _ —1,-1(}
W= i\/€1,1ﬂz,2 — €514 5/K]

dw _ | €3 — €k

o e tun) - el

dw _ | —€ikast Gk~ Eibsn + Gk
Ao 2\ferinzt - etk

—€n1 (W23 + H35) + &1MTs + ek

=4
2\ferinzt — e ingd

-1,-1_ —-1,-1, —1,-1 _ —1,-1
dw _i€1,1“2,2_'52,1N1,2+€1,1N2,2 —E1Hi2
dks —1,,-1 —1,,—1
2\/€11kop — €21k 2
—1,-1 _ 1,1
€11Mon — €5 1lb
_ 1,122 —€1k1o -1,-1 _ —1,,—1
=+ = i\/61,11/42,2 —€31H12

1,1 1, -1
\/51,1N'2,2 —€1M12

Fir den Spezialfall dass die Induktionskonstante isotrop und nur die Dielektrizitatskonstante
anisotrop ist, verschwinden die ersten beiden Komponenten und fiir die Komponente parallel zum

Wellenvektor erhalten wir
dw 1 1
dks =\ €112 ks

8.3 Dipolstrahlung

8.4 Ubungen

8.4.1 Tintenfisch auf der Jagd

Die meisten Fische haben einen weilen Bauch damit sie nicht gegeniiber der hellen Wasserober-
flache auffallen. Bestimmte Tintenfische kdnnen die Polarisationsrichtung unterscheiden. Nur eine
bestimmte Polarisationsrichtung wird vorzugsweise in das Wasser gebrochen. Bestimme den Winkel
relativ zur Sonne und der Wasseroberflache in die der Tintenfisch blicken muss und die Polarisation-
srichtung, die er auswahlen muss, damit ihm Fische mit hellem Bauch am besten auffallen.



Chapter 9

Eichpotentiale (2h)

In diesem Kapitel verlassen wir wieder die Materie, und wenden uns der Elektrodynamik im Vakuum
zu. Dies ist natiirlich keine Einschrankung, da wir die Polarisationen und Magnetisierung des Materials
wieder als Teil der Gesamtladungsdichte und Gesamtstromdichten betrachten kdnnen.

In diesem Kapitel werden die elektrischen und magnetischen Felder auf das elektrische Poten-
tial und das Vektorpotential, die Eichpotentiale, abgebildet. Im Gegensatz zur Elektrostatik und
der Magnetostatik beriicksichtigen wir jedoch hier auch die Zeitabhangigkeit der Maxwellgleichun-
gen. Durch den Ubergang zu den Eichpotentialen, wird die innere Struktur der Maxwellgleichungen
deutlicher. Die Darstellung der Felder durch Eichpotentiale bildet die Grundlage fiir die Darstellung
eines Wirkungsprinzips, und damit auch die Grundlage fiir eine quantenmechanische beschreibung des
elektromagnetischen Feldes.

Wir werden erkennen, dass die Relativitdtstheorie, also die Invarianz beziiglich der Lorentztrans-
formations, direkt aus den Maxwellgleichungen folgt. Diese Beobachtung war auch historisch der
Anfang der Relativitatstheorie.

9.1 Elektrisches Potential und Vektorpotential

Wir wollen die Anzahl der Maxwellgleichungen reduzieren, indem wir einen Ansatz wahlen, der die
zwei homogenen Maxwellgleichungen, VB =0 und V x E 4 8;B = 0, automatisch erfiillt.

Wir beginnen mit VB = 0, das sich automatisch durch den Ansatz
B=VxA

erfiillen lasst, weil die Divergenz eines Rotationsfeldes verschwindet, d.h. ﬁ(ﬁ X ﬁ) = 0. Die
Eindeutigkeit, bzw deren Einschrankungen, ergeben sich aus dem Helmholtz Theorem (Appendix
D.5).

Wir setzen diesen Ansatz in das Faradaysche Gesetz ein und erhalten
O:ﬁxl::—k@tg:ﬁxg—f—@t(ﬁxﬁ) =V x [E+8tﬁ]
Nun konnen wir verwenden, dass die Rotation eines Gradientenfeldes verschwindet, d.h. VxVd=0.

Die Eindeutigkeit, bzw deren Einschrankungen, ergibt sich wiederum aus dem Helmholtz Theorem
(Appendix D.5). Deshalb definieren wir das skalare Potential

VoL E 54
sodass

129
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Wir sehen, dass das skalare Eichpotential ® im statischen Spezielfall gerade unser elektrostatisches
Potential ist.

Definition 9.1 E/CHPOTENT/ALE
Die Eichpotentiale ® und A sind durch den folgenden Zusammenhang mit den elektromagnetischen

Feldern definiert.

x A (9.1)
—Vo — ;A (9.2)

Il
<

my @y

Damit sind zwei der vier Maxwellgleichungen automatisch erfiillt. Das Problem wurde auf die Bes-
timmung von nur vier (&, Ay, A,, A;) anstelle von sechs (E, B) unabhingigen Feldern reduziert.

9.2 Bewegungsgleichungen der Eichpotentiale

Die Bewegungsgleichungen fiir die Eichpotentiale sind durch die zwei verbleibenden Maxwellgleichun-

gen

D1 D1

VD =p
VxH-8D=7]

bestimmt, wobei wir die Ladungsdichten und die Stromdichten im Vakuum betrachten, das bedeutet,
dass die Dielektrizititskonstanten und Induktionskonstanten die des Vakuums sind.!

Wir beginnen mit dem GauBschen Gesetz, VD = p.

VD = ¢VE 622 €V ( Vo — 8,A ) =

- 1 L1 1
= [FPo-080] +a [VA+ Sa0| = —=p
c C €0
—— ——
Xl X2

Im letzten Schritt wurde ein Term X; addiert und subtrahiert (X»), um die Ahnlichkeit zu den nun
folgenden Bewegungsgleichungen deutlich zu machen.

Nun ersetzen wir die Felder im Ampereschen Gesetz. Im folgenden verwenden wir die Identitat
Gl. C.10, V x (V x ¥) = —V2V + V(VV), die fiir beliebige Vektorfelder V() giiltig ist.
= o S o 1 = —
VxH-0:D=V x (N—B)—ét(eoE) =
0

- o 1. = -
VXB*jatE:/JJOJ

. - ~ 1 =

Gl. 91,92 ¥ x (V x A) - 72  (—V® — 8, A) = o)
— —
5 E

Gl C10 [_@2/4“ v(vA)]—i— 8tV<D—|— 8A paj
[§2A— — 82 ] [VA—i— 0 }z—uof

Zusammengefasst erfiillen die Eichpotentiale die folgenden Bewegungsgleichungen.

1In einem raumlich und zeitlich homogenen sowie isotropen System, bei denen die Dielektrizitats- und Induktionskon-
stanten keine Frequenzabhiangigkeit besitzen, kann man auch die entsprechenden Konstanten des Materials einsetzen.
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BEWEGUNGSGLEICHUNG DER EICHPOTENTIALE

1 1 1
{V2CD — ?@fﬁb} + Ot {VA + gatq)} = _Eptot
o 1] e 1 R
[VQA - CQafA} -V [VA + Czatcb] = —Wrot (9.3)

Beachte die Symmetrie dieser Gleichungen. Wir werden spater sehen, dass sie Lorentzinvariant
sind. Historisch bilden die Maxwellgleichungen den Ausgangspunkt der Relativitatstheorie.

9.3 Eindeutigkeit der Eichpotentiale

Der Zusammenhang zwischen Eichpotentialen und den elektrischen und magnetischen Feldern, GIn. 9.1,
9.2,

—

—E
B

Vo

A
x A

<+

ist einerseits als Definition der Felder, wenn die Potentiale gegeben sind, und andererseits eine Dif-
ferentialgleichung fiir die Eichpotentiale, wenn die Felder gegeben sind.

Dieses inhomogene Differentialgleichungssyster_r] hat ohne Randbedingungen keine eindeutige Lo-
sung. Zu jeder Loésung kann eine Lésung ®°™, Ah°™ der homogenen Differentialgleichung addiert
werden. Diese lautet:

ﬁ(bhom + atA‘hom =0
V x Arem = (9.4)

Da nur die Felder iiber die Lorentzkraft beobachtbar sind, entsprechen unterschiedliche Eichpoten-
tiale, aus denen dieselben Felder resultieren, derselben physikalischen Situation. Die Addition der
Losung der homogenen Differentialgleichung ist also eine Symmetrietransformation des Systems.
Diese sogenannte Eichsymmetrie werden wir im folgenden naher untersuchen.

Die zweite homogene Differentialgleichung in Gl. 9.4 sagt, dass Ahom \irbelfrei ist und daher als
Gradient VA einer skalaren Funktion A(F, t) dargestellt werden kann. Einsetzen in die erste Gleichung
von Gl. 9.4 fiihrt uns auf die allgemeine Losung fiir die homogenen Eichpotentiale.

Arem — VA
MM = —; A

wobei A eine beliebige skalare Funktion ist.

Die Addition von ¢hom, Ahom entspricht also einer Symmetrietransformation der Maxwellgleichun-
gen.
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EICHTRANSFORMATION
Eine Transformation der Eichpotentiale

A=A+ VA
® = — A (9.5)

nennt man Eichtransformation. Die skalare Funktion A, welche die Eichtransformation festlegt, nen-
nen wir Eichfunktion. Zwei Satze von Eichpotentialen, die sich nur durch eine Eichtransformation
unterscheiden, sind physikalisch nicht unterscheidbar, da sie die Maxwellgleichungen und Lorentz-
Kraft unverandert lassen. Die Eichtransformation ist also eine eine Symmetrietransformation der
Elektrodynamik. Spater werden wir sehen, dass dies eine Eichtransformation der quantenmechanis-
chen Wellenfunktion erfordert.

Obwohl eine Eichtransformation nicht beobachtbar ist, ist sie bedeutend, da laut Noethertheorem
aus jeder kontinuierlichen Symmetrie eine ErhaltungsgroRe folgt. Wir werden spater sehen, dass aus
der Eichsymmetrie die Ladungserhaltung abgeleitet werden kann.

Zwei Eichungen haben den Eingang in die Literatur gefunden, namlich die Coulomb-Eichung und
die Lorentz-Eichung.

Die speziellen Eichungen sind nach meiner Einschatzung nur in Spezialfallen niitzlich um die Be-
wegungsgleichungen weiter zu vereinfachen. Das Problem liegt darin, dass nicht nur die vereinfachten
Bewegungsgleichungen, sondern auch die Eichbedingung gleichzeitig erfiillt werden miissen. Letztere
fiihrt auf eine zusatzliche Differentialgleichung, die im Allgemeinen besonders schwierig zu l6sen ist.

9.3.1 Coulomb-Eichung

Definition 9.2 COULOMB EICHUNG

In der Coulomb-Eichung kann das elektrische Potential direkt bestimmt werden, da sich die erste
der Bewegungsgliechungen, Gl. 9.3, fiir die Eichpotentiale direkt auf die Poisson-Gleichung reduziert.

O(F t) = /d3r G

4req|F — F’\

Die Vektorpotentiale miissen immer noch durch ein Differentialgleichungssystem bestimmt werden

i I
= —to] + 50V

<
N
b
|
&)
~+ N
Iil
|

Die Coulomb-Eichung fiihrt zu dem scheinbar paradoxen Resultat, dass eine Anderung der Ladungs-
dichte an einem Ort im Raum, instantan das elektrische Potential im ganzen Universum veran-
dert. Gemal der Aussage der Relativitatstheorie, kann sich ein Signal aber maximal mit Licht-
geschwindigkeit ausbreiten. Die Auflosung des Paradoxes ist, dass eine Anderung des elektrischen
Potentials sich zwar unendlich schnell ausbreitet, aber selbst keine physikalisch beobachtbare Groke
ist, und damit kein Signal darstellt. Zum elektrischen Feld, das beobachtbar ist, tragt auch das Vek-
torpotential bei, und diese Beitrage fiihren dazu, dass sich eine Anderung des elektrischen Feldes nur
mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet. Der Anteil des Vektorpotentials zum elektrischen Feld ist also
nicht zu vernachlassigen!
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Die Coulombeichung eignet sich fiir die Beschreibung von freien Feldern, also bei Abwesenheit
von Ladungs- und Stromdichten. In diesem Fall ist das elektrische Potential exakt Null, (falls die
Randbedingungen erfordern dass es im Unendlichen verschwindet.) Gl. 9.7 ist im homogenen Fall eine
einfache Wellengleichung fiir alle drei Komponenten des Vektorpotentials. Eine Komponente, namlich
die, welche senkrecht auf dem Wellenvektor steht, verschwindet aber aufgrund der Eichbedingung
Gl. 9.6. Man sieht also sofort, dass es nur zwei unabhangige Polarisationsrichtungen von Licht gibt.

9.3.2 Lorentzeichung

Definition 9.3 LORENTZEICHUNG

-~ 1

In der Lorentzeichung erhalten die Bewegungsgleichungen Gl. 9.3 die symmetrische Form

1 1
2 2 _
[v ®— gatcb} =0
1 .
[VzA - CZG,_?A} = —uj (9.8)

welche bereits die Lorentzsymmetrie deutlich macht. Wichtig ist aber, dass zusatzlich zu den Bewe-
gungsgleichungen in dieser Darstellung auch noch die Eichbedingung Gl. 9.7 erfiillt sein muss.
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Chapter 10

Relativistische Formulierung der
Elektrodynamik (4h)

10.1 Kovariante Vektornotation

In der Relativitatstheorie fassen wir die orts- und zeitartige Komponenten in einen Vierervektor zusam-
men. Damit die Einheiten einheitlich sind, fiigt man an entsprechender Stelle einen Faktor ¢ ein. Ein
Beispiel ist (ct, x,y, z).

Die kovariante Vektornotation ist zwar zundchst ein wenig gewohnungsbediirftig, aber dafiir ex-
trem okonomisch und prazise. Sie spielt nicht nur in der Relativitatstheorie, sondern zum Beispiel
auch in der Elastizitatstheorie eine wichtige Rolle.

10.1.1 Schiefwinklige Koordinatensysteme

Bisher waren wir kartesische Koordinatensysteme gewohnt, bei denen die Basisvektoren orthogonal
zueinander stehen. In dem Fall konnte man einen Vektor durch Projektion

r=&r (10.1)

auf die Einheitsvektoren in die Komponenten zerlegen. Superponiert man die Basisvektoren mit den
Komponenten erhalt man wieder den urspriinglichen Vektor

F=>Y é&r (10.2)
i

Die Voraussetzun dafiir war die Orthogonalitat
€ =0i;

der Basisvektoren

Betrachtet man nun ein allgemeineres, schiefwinkliges Koordinatensystem, dann sind die Kom-
ponenten r; in den beiden obigen Gleichungen Gl. 10.1 und GI. 10.2 nicht mehr identisch. Um sie
zu unterscheiden, filhren wir zwei Arten von Komponenten ein, die wir kovariante und kontravari-
ante Vektoren nennen. Wir unterscheiden sie, indem wir die Indizes der kontravarianten Vektoren
hochgestellt schreiben und die der kovarianten Vektoren, wie iiblich, tiefgestellt.

Wir definieren sie wie folgt.

135
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Definition 10.1 KO- UND KONTRAVARIANTE VEKTORKOMPONENTEN
Fiir ein schiefwinkliges System von Basisvektoren & sind die kovarianten Vektorkomponenten x,,

durch
fy = &,r

definiert. Die Indizes der kovarianten Vektorkomponenten sind, wie iiblich, tiefgestellt. Die zuge-
horigen kontravarianten Vektorkomponenten r* sind die Faktoren, die nétig sind, um den Vektor
durch die Basisvektoren auszudrticken.
F=Y &r*
i

Die Indizes der kontravarianten Komponenten sind hochgestellt.

Das Skalarprodukt von zwei Vektoren 3 und b erhalten wir als Summe der Produkte von ko- und
kontravarianten Vektorkomponenten.

Fb=3aYy _gbt=> (38)b" =a,b
W

W ™
N—_—— au

b

Umwandlung von ko- und kontravraianten Vektorkomponenten und metrischer Tensor

Jetzt sollten wir noch eine Regel finden, um kovariante Vektorkomponenten in kontravariante umzuwan-
deln, und umgekehrt. Dazu schreiben wir

. - oy o= oy v
ry =&, =g, E e r’ = E eue, r’ = E Juul
14 v v
=Guv
Wir definieren deshalb den rein kovarianten metrischen Tensor als Skalarprodukt der Basisvektoren

def
uv = €€y

Den rein kontravarianten metrischen Tensor definieren wir als Inverse Matrix des rein kovarianten
metrischen Tensors.
WYz = ury -1
E gmEey = 5;1,,')' g (g ) - (ga,ﬁ)uv,/
v

Mit dem rein kontravarianten metrischen Tensor konnen wir die kontravarianten Vektorkomponenten,
wie im folgenden gezeigt, aus den kovarianten bestimmen.

G0 D) SULAIAED SIS SEAED ST
¥ v v o v
Oy v
Durch das Produkt mit dem rein kovarianten metrischen Tensor konnen wir also einen hochgestell-
ten Index “herunterziehen”, also die kontravarianten Vektorkomponenten in kovariante umwandeln.
Umgekehrt konnen wir durch das Produkt mit dem kontravarianten metrischen Tensor einen tiefgestell-
ten Index "hochziehen”, also die kovarianten Vektrokomponenten in kontravariante umwandeln.
SchlieBlich kdnnen wir wir noch gemischt ko- und kontravariante metrische Tensoren definieren,
indem wir diese Regel auf den metrischen Tensor verallgemeinern.

def
guué Z gu’yg'y,u = 6u,u

Y
def
9" Gun g™ = B
Y
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Wir fassen die Formen des metrischen Tensors zusammen:
METRISCHER TENSOR

Der rein kovariante metrische Tensor ist durch die Skalarprodukte der Basisvektoren definiert.
uv = é:u.é;/

Der kontravariante metrische Tensor ist die Inverse Matrix zum rein kovarianten metrischen Tensor.
Die gemischt ko- und kontravarianten Tensoren sind gerade die Einheitsmatrix.

- - \—1
guv’/ — (eue")u.,l/

guu = gp,u = 6u,u

Der metrische Tensor definiert das Skalarprodukt als

3b = Z atg, b’ = Z ayb” = Z ab,
[N ©w ©w

Von der Vektor-Matrixnotation zur kovarianten Schreibweise

Um eine Gleichung aus einer Vektor-Matrixnotation in die kovariante Schreibweise zu (ibersetzen,
ersetzen wir jeden Vektor durch seine kontravarianten Indizes. Fiir jedes Skalarprodukt fiigen wir
den rein kovarianten metrischen Tensor ein und summieren lber die beiden Indizes des metrischen

Tensors.
Die Idee dahinter ist dass

1=> g/gwég (10.3)
iJ

Man kann sich davon iiberzeugen, indem man diese |dentitat auf einen beliebigen Vektor = Zu eurt
anwendet

NLLT (Z 5M“> =Y e (Sovan | =Y ar =7
iJ 7 i Iz J i

2 r Oip

Eine Gleichung wird also in seine Komponenten zerlegt, indem man diese Form der Identitat Gl. 10.3

in jedes Skalarprodukt einfiigt.
Beispiel fiir die Umformung eines Ausdrucks in Matrix-Vektornotation in die ko- und kontravari-
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ante Schreibweise

GBC=31B1c=34 (> ¢g/e®§ B(Xﬁ”@@@)@

iJ kL
1 1
Afgjamg qu) *(&2)
/Jkl BJK o

= Z (Z a,g”) Bk Z g“ta
J.k i y/
Ck

Ed
= Z aij,ka

Ableitungen

Wahrend wir die kontravarianten Vektoren mit der ublichen Schreibweise identifizieren, ist dies bei
Ableitungen anders: Die Ableitung nach einem kontravarianten Vektor, also dem Vektor in der
tiblichen Form, ist ein kovarianter Vektor. Betrachten wir eine Funktion ®(7).
do
dx’
sehen wir dass die iiblichen Ableitungen mit den kovarianten Komponenten des Gradientenvektors
gleichgesetzt werden.

=&Vd =9d

Wir wollen dies jetzt etwas ausfiihrlicher ableiten: Betrachten wir die Ableitungen eines kovari-
anten Vektors nach sich selber, erhalten wir

dx'

Dies ist nicht weiter als eine Verallgemeinerung des Ausdrucks
dX,‘
a0

aus der reguldren Vektorschreibweise, weil der gemischt ko- und kovariante metrische Tensor gerade
die Einheitsmatrix ist?.

Nun verallgemeinern wir die Ableitungen Gl. 10.4 auf kovariante Vektoren.

dx; d o xk dx* g
I 0 9nT) _ g~ o 1“2%%—%
K

ax! dx’ Kdxd

e dd
dxe dxi— dx) 9,

dx Gl.10.4
:>Zd7><kgk’j = g

k
dx
@dexkngng = Z ngjgj Zg gJZ
k.Jj
%/—/ H/—/
gke:”‘sﬁ‘e gf,é
dx' _ gt
ng

!Beachte (1);;, =6,
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SchlieBlich untersuchen wir die zweite ko- und kontravariante Ableitung

dx; dx; dxk ki
dij = dxk TXJ = Zgi,kg =4gi
k k

ABLEITUNGEN IN KO- UND KONTRAVARIANTER SCHREIBWEISE

Ableitungen konnen iiber die Kettenregel immer auf Ableitungen einer Variable nach sich selbst
libergefiihrt werden.
Diese haben die Form des metrischen Tensors

dx’ , dx’ , dx; dx;

R — g 2N g = gl 10.5
da 9 dx; dxd I dx; I (10.5)

Es ist darauf zu achten, dass die Ableitung nach einem kontravarianten Vektor ein kovarianter Vektor
ist und umgekehrt.

Beispiel: Betrachten wir die Ableitung einer Funktion eines kontravarianten Vektors nach einer
kontravarianten Variable

df(Xl,x2,X3) df(xl,xz,x3)dxk ek L,
dx; _Zk: dxk Cjixj—Ek:(akf(x,x,x)g =0 f(xh X%, x3)

Beachte, dass die Funktion f(xl, x2, X3) = vx! in einem schiefwinkligen Koordinatensystem nicht
mit der Funktion g(x1, x2, X3) = /X7 identisch ist. Die Funktion g in kovarianten Indizes ausgedriickt

ist g(x*, x%, x3) = />, g1.uxF.

Im Allgemeinen fassen wir die Argumente in der folgenden Form zusammen f(x%, x2, x3) = f(x')

10.1.2 Einsteinsche Summenkonvention

Um sich das Schreiben der Summenzeichen zu ersparen werden wir im Folgenden die Einsteinsche
Summenkonvention verwenden. Dies erfordert, dass jeder Index maximal zweimal in einer Gleichung
auftaucht. Sobald er zweimal auftaucht, muss einer davon kovariant und der andere kontravariant
sein. In diesem Fall wird automatisch iiber diesen Index summiert. Diese Regel fiihrt zu folgender
Ersetzung

Z aub* — a, bt
uw

Da die Regel, nur gleiche Indizes zu verwenden, zu einem Engpass der Indizes fiihren kann,
weichen wir manchmal von der Regel ab, aber nur dann, wenn die beiden Paare eindeutig dadurch
unterschieden werden konnen, dass zwischen ihnen kein Skalarprodukt gebildet werden kann.

10.1.3 Rechenregeln fiir die kovariante Schreibweise
Im folgenden mochte ich einige Regeln zum Umgang mit der kovarianten Vektornotation besprechen

e Ko- und kontravariente Vektorkomponenten werden durch Einfligen eines metrischen Tensors
ineinander umgewandelt.

v w
ay = Gu,va , a* =g*’a,

e Vertauschungsregel

x M =xty,
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e Wahrend das Skalarprodukt x,y* ein Skalar ist, beschreibt das dyadische Produkt x,x* einen
Tensor. Ein Tensor entspricht einer Matrix. Er transformiert sich unter einer Symmetrietrans-
formation wie das dyadische Produkt.

e Die Ableitung nach einem kovarianten Vektor ist ein kontravarianter Vektor und umgekehrt

df df
oy . 7 y o\ Y a
Ouf(x*) = Do OHf(x*) = a, = g*vo,f(x%)
e die gemischt ko- und kontavarianten Vektoren sind mit der Einheitsmatrix identisch. Die rein
ko und kontravarianten Vektoren sind invers zueinander, d.h.

Yo vo__1nosn
Gun9" =9." ="0,,

e Bei Matrizen mit gemischten ko- und kovarianten Indizes ist es wichtig die Reihenfolge der
Indizes zu beachten. Zum Beispiel ist im allgemeinen F,” # F¥,. Ein Ausdruck der Art F}
ware in dem Fall bedeutungslos.

10.1.4 Zusammenhang mit anderen Vektornotationen

Ein kontravarianter Vektor kann mit einem stehenden Vektor und ein kovarianter mit einem liegenden
identifiziert werden

X

xF=1y X, = (x, v, z)
z

In der bisherige Vektornotation wird nur durch die Verknipfungssymbole fiir das Skalarprodukt
oder das dyadische Produkt festgelegt, ob ein liegender oder stehender Vektor vorliegt. In der ko-
varianten Vektornotation wird dieser Unterschied explizit.

In kartesischen Koordinaten konnen wir die Analogie zu anderen gebrauchlichen Vektornotatio-
nen aufzeigen. Ein kontravarianter, oder stehender Vektor entsprich einer (n x 1) Matrix, wahrend
ein kovarianter, oder liegender einer (1 x n) Matrix entspricht. Ein stehender Vektor geht durch
Transposition in einen liegenden Tensor liber. Man kann daher den Unterschied auch durch das
Transpositionszeichen deutlich machen, sodass &7 einen liegender Vektor bezeichnet. (Diese Nota-
tion ist nicht gebrduchlich.) Eine weitere Schreibweise, die den Unterschied deutlich macht, ist die
Dirac’sche Bracketschreibweise, welche in der Quantenmechanik iblich ist. Dort wird ein liegender
Vektor mit (a| bezeichnet wahrend ein stehender vektor als |b) dargestellt wird. Das Skalrprodukt ist
entsprechend (a|b), wahrend das dyadische Produkt als |b){a| geschrieben wird.

Kontravarianter Vektor ak El |a) ai1 El
Kovarianter Vektor by bT (b| by b
Skalarprodukt bya* | b73 | (bla) | X, brjaiy | 3D
Dyadisches Produkt a*b, | b7 | |a)(b| | ai1b1; | d®b

Die unterschiedlichen Schreibweisen werden fiir unterschiedliche Probleme eingesetzt und helfen
dadurch, den entsprechenden Kontext hervorzuheben. Die kovariante Vektornotation hat sich in der
Relativitatstheorie und der Elastizitatstheorie eingebiirgert. Beide behandeln gekriimmte Raume. Die
Bracketschreibweise wird in der Quantenmechanik genutzt.

10.2 Symmetrie der Bewegungsgleichungen fiir die Eichpoten-

tiale

Wir haben gesehen, dass die Bewegungsgleichungen Gl. 9.3 fiir die Eichpotentiale eine gewisse Sym-
metrie aufweisen. Dies wird deutlich wenn wir die erste Gleichung durch ¢ dividieren und die Faktoren
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C umsortieren

Ve - éafcp} +0,[VA+ éatcb} - —%p

oo 1 o oo 1 -
[VZA — QGEA} -V [VA + 2atcb] = —u (10.6)
c c
Wir dividieren die erste Gleichung durch ¢ und gruppieren die Terme

) 1. \°® 1 1 ® 1
2* - — J— f— —_ —_— = — — = —
{V c <C8t> C} + (cat) [VA+ (Cat) c} . (Lo€o) cp o CpP

e (1) -
V<A — Eat A

Nun fiihren wir die Vierervektoren ein
Definition 10.2 EREIGNISVEKTOR UND VIERERGRADIENT

Y [W\# (iat) q’} = —u (10.7)

x* = (ij) (10.8)

Der Gradient beziiglich der komponenten des kontravarianten Ereignisvektors ist kovariant. Der
kovariante Vierergradient hat also die Form

8, = <i§f> (10.9)

Definition 10.3 VIERERVEKTOR DER EICHPOTENTIALE

() = (i?(i ?) (10.10)

Dabei ist & das elektrische skalare Potential und A das Vektorpotential.

Definition 10.4 VIERERSTROMDICHTE

A = (‘}‘Z(;t;)> (10.11)

Dabei ist p die Ladungsdichte undf die Stromdichte.

Nun setzen wir die Vierervektoren in die obige Gleichung ein.

3 3
(ag +y aﬁ) A° + 8, <60A0 +y 8kA"> = —puoj°

k=1 k=1

3 3
(—83 +y 6ﬁ> A -0, <60A° +> aw) = —to/’
k=1

k=1
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Storend sind noch die entgegengesetzten Vorzeichen bei den Raum und Zeitableitungem. Diese

absorbieren wir in einem metrischen Tensor
Definition 10.5 METRISCHER TENSOR DER SPEZIELLEN RELATITVITATSTHEORIE UND

MINKOWSKI RAUM
100 0
~Jo-10 o0
9= 100 -1 0
00 0 -1

(10.12)

Einen Vektorraum mit dem metrischen Tensor aus Gl. 10.12 nennt man Minkowski Raum.

Dieser metrische Tensor kann nicht mehr als metrischer Tensor eines schiefwinkligen Koordinatensys-

tems angesehen werden, da das Skalarprodukt von zwei “normalen” Vektoren nicht negativ sein kann.
Im vorliegenden Fall miisste man einen komplexen Basisvektor fiir die Raumkoordinaten anzusetzen.

Mit dieser Definition des metrischen Tensors erhalten wir

3 3
<—aoa° -3 6k6"> A +8° (60A° +> akAk) = —pof°
k=1 s k=1

3 3
(—aoao - Zakak> A 49 <6OA° + Z@kAk> = —uq)’
k=1 5 k=1

Nach einem Vorzeichenwechsel fiihrt dies auf

B,0"A” — 8B, AF = pgj* (10.13)

BEWEGUNGSGLEICHUNG DER EICHPOTENTIALE IN KOVARIANTER FORM
Die Bewegungsgleichungen Gl. 9.3 der Eichpotentiale haben in kovarianter Viererschreibweise die

Form
(10.14)

0, (DA ' A) = o)
—_— ——

Fuw

Der Tensor F*¥ ist der Feldstarketensor, den wir spater noch genauer kennenlernen mochten.

Interessant ist die mathematische Analogie zwischen VE = %p und der Bewegungsgleichung fiir
die Eichpotentiale 8, F** = ugj*. Beide verkniifpen eine Divergenz mit einem Quellenterm.

Hier haben wir bereits einige Vierervektoren eingefiihrt. Im Folgenden werden die gangigsten
Vektoren in die kovarianten Viererschreibweise zusammengestellt:
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Ereignisvektor xH = (ct, T
Ableitung o = (Lo, -V)
Vierergeschwindigkeit vh = \/ﬁ(c, V)
Viererimpuls p* = (E/c, p)
Wellenvektor ki = (w/c, k)
Eichpotential A = (d/c, A)
Stromdichte J* = (cp.Jj)
0 —Ei/c—E,/Jc—E;/c
Feldstarketensor Frv = Exfe 0 —B: B
E,Jc B, 0 —B
E,Jc =B, Bx 0

10.3 Lorentz-Transformationen

Die Maxwellgleichungen gelten auch wenn wir das Bezugssytem drehen, in Raum und Zeit verschieben
oder von einem bewegten Bezugssystem betrachten. Dies ist eine experimentelle Beobachtung.

Fiir uns bedeutet dies, dass sich die Vektoren in den Bewegungsgleichungen so transformieren
miissen, dass das Skalarprodukt erhalten bleibt.

X = NF, XY

|
Xy = X" guy" = (N ax*)guu (N pxP) = Xay® = X*gapy®

Soll diese Gleichung fiir alle Vektoren gelten, dann folgt daraus eine Bedingung fiir die Lorentz
Transformationen.

Definition 10.6 LORENTZ-TRANSFORMATIONEN
Die Lorentz-Transformationen sind alle affinen Abbildungen, welche das Skalarprodukt mit dem

metrischen Tensor Gl. 10.12 der speziellen Relativitatstheorie erhalten. Der lineare Anteil einer
Lorentztransformation entspricht einem Vierertensor A&, welcher die Gleichung

N o 9uN's = Gap (10.15)

mit dem oben genannten metrischen Tensor Gl. 10.12 erfiillt.

Im Band PhiSX:Klassische Mechanik wurde, sowohl anhand der Drehnung, als auch anhand der
Lorentztransformation, gezeigt, dass man alleine aus Bedingung, dass das Skalarprodukt erhalten ist,

die erlaubten Transformationen erhalten kann.
Die Lorentztransformationen entsprechen

e den Raumdrehungen
e Rauminversion (Spiegelungen im Raum)
e Zeitinversion (Spiegelungen der Zeit)

e Transformation in ein bewegtes Inertialsystem?

2Ein Inertialsystem ist ein Bezugssystem in dem ein kriftefreier Kérper keine Beschleunigung erfahrt. Bewegt sich
ein Bezugssystem mit konstanter Geschwindigkeit relativ zu einem Intertialsystem, dann ist das Bezugssystem selbst

ein Inertialsystem.
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Nichtrelativistischer Grenzfall

Die Transformation in ein bewegtes Bezugssystem unterscheidet sich von der bekannten Galileitrans-
formation, weshalb wir sie uns hier genauer ansehen. Eine detailiertere Beschreibung findet man in
PhiSX: Klassische Mechanik”.

Betrachten wir eine Transformation in ein Bezugsystem, das sich mit der Geschwindigkeit V' in
x-Richtung bewegt, dann erhalten wir nicht mehr die bekannte Galileitransformation. Die Transfor-
mation hat stattdessen die Form

“) - ! 1 =v/jer)\ [t
<X/> - 1_(\,)2<_\/ 1 )<X> (10.16)
V<<c 10 t ¢
) (‘V 1) <X> - <x—vr> (10.17)

die erst fiir V << c in die bekannte Galileitransformation iibergeht, die auf der rechten Seite
angegeben ist.

Wir haben die Form der Transformation einfach angenommen, ohne dies weiter zu begriinden.
Eine Herleitung findet man in PhiSX:Klassische Mechanik. Hier wollen wir nur tiberpriifen ob dies
tatsachlich eine Lorentztransformation ist.

Zunachst betimmen wir A

ct"\ 1 1 —-V/c ct
x' N 17(%)2 —V/C 1 X

A
1 1 =Y
= A= < v 15>
vz o\ —=
1-— = c
Nun setzen wir A in Gl. 10.15 ein:
N’Lag;w/\uﬁ ol 1215 9ap
1 1 =V/c 10 1 1 =V/c B 10
1_(!)2 —V/C 1 0-1 1_([)2 —V/C 1 N 0-1
C \ ; (o} N ;
g g
AT A
1 1 -V/c 10 1 —=V/c B 10
1—(¥)2\-V/c 1 0-1)\-V/c 1 B 0-1
1 1 —V/c 1 —-V/c B 10
1—(¥)2\-V/c 1 Vic -1 ~ \o-1
1 -2 0 1 —V/je\ (10
-2\ 0o -1+% ) \v/ie -1 — \o-1

g.e.d.

Invarianz der Lichtgeschwindigkeit

Insbesondere haben die Lorentztransformationen die Eigenschaft, die Lichtgeschwindigkeit zu er-
halten. Betrachten wir dazu ein Teilchen in einem bewegten Bezugssystem, das sich mit Licht-
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geschwindigkeit bewegt.

X'(t') =ct’
yGlwowe 1 oV
= Y [(x Vi) —c(t sz)}

= #] [(14V/c)x — c(1+ V/o)t)] = 1+V/c

1- (%) Y1-(6)7

=0=x"—ct

nl<
N—

J[x = ct]

Entsprechend der Galileitransformation wiirde man erwarten, dass die Geschwindigkeit des Teilchens,
vom ruhenden Betrachter aus gesehen, die Geschwindigkeit ¢ + V hat, was der Konstanz der Licht-
geschwindigkeit widersprechen wiirde.

Aus den Lorentztransformationen resultieren die bekannten relativistischen Effekte wie Zeitdilata-
tion, Langenkontraktion und die Relativitat der Gleichzeitigkeit, die in “®SX:Klassische Mechanik”
beschrieben wurden.

10.4 Aufgaben

Betrachte ein kartesisches, dreidimensionales Koordinatensystem. Wandle die Folgenden Ausdriicke
in die kovariante Schreibweise um.

ab
Ab
FA
3Ab
F®b
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Chapter 11
Wirkungsprinzip (4h)

Bisher haben wir die Maxwellgleichungen und die Lorentzkraft als Postulate fiir die Elektrodynamik
angesehen. Beide lassen sich aber aus dem Wirkungsprinzip mit einer speziellen Form der Wirkung
ableiten. Das Wirkungsprinzip sagt, dass es ein Wirkungsfunktional der Teilchenpfade und der Felder
gibt, das fiir die tatsachlich realisierten Pfade und Felder extremal wird.

Wir haben bisher gesehen, dass die Maxwellgleichungen Lorentzinvariant sind. Daraus resultiert
die Annahme, dass vielleicht nicht nur die Elektrodynamik sondern alle physikalischen Gleichungen
Lorentzinvariant sind. Dies ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass die Bewegungsgleichungen
in allen Inertialsystemen identisch sind und dass es keine absolute Geschwindigkeit gibt. Nur das
Experiment kann entscheiden ob diese Annahme richtig ist. Experimentell ist diese Annahme bisher
ohne Ausnahme bestatigt.

Aus der Lorentz-Invariantz der physikalischen Gleichungen folgt sofort, dass die Wirkung selber
Lorentz invariant ist.!

Eine Lorentz-invariante Form der Wirkung kann man herstellen, indem man sie aus Lorentz-
Skalaren aufbaut. Dies erreicht man, indem man sie als Funktion von Lorentz-Skalaren ausdriickt.
Ein Lorentz-Skalar ist eine GroRe, die ihren Wert bei einer Lorentz transformation nicht andert.

Ein Beispiel fiir einen Lorentz-Skalar ist die Eigenzeit.

Definition 11.1 E/IGENZEIT

Die Eigenzeit T zwischen zwei Ereignissen ist die Zeit die ein Beobachter misst, der sich entlang eines
Pfades bewegt, der die beiden Ereignisse verbindet. Die Eigenzeit ist also eine Eigenschaft der Bahn
selbst. Fiir einen ruhenden Beobachter gehen die Uhren des auf der Bahn bewegten Beobachters
aufgrund der Zeitdilatation langsamer

o, V2 V2
’T(Z’):’T(O)—‘r/o dt 1—2 = dr = 1—§dt (11.1)

Die Eigenzeit ist einem Pfad y*(t) zugeordnet. Dieselben zwei Ereignisse kénnen also, je nach
zugeordneter Bahn, unterschiedliche Eigenzeitabstande besitzen.

Betrachten wir zum Beispiel die Zeit, welche ein Astronaut fiir sein Friithstuck benotigt, konnen unter-
schiedliche Beobachter durchaus zu unterschiedlichen Resultaten kommen. Einigkeit besteht jedoch
dariiber, welche Zeit der Astronaut selber fiir sein Friihstuckspause misst. Dies ist gerade die Eigen-
zeit, iiber die sich alle Beobachter einig sind.

Weitere Lorentz-Skalare kann man als Skalarprodukt von zwei Lorentz-Vektoren bilden. Ein

1Das ist nicht ganz richtig. Es gibt Transformationen der Wirkung, welche die aus dem Wirkungsprinzip resul-
tierenden Bewegungsgleichungen unverandert lassen. Eine Lorentz transformation darf also die Wirkung andern, aber
nicht so, dass sich dadurch die bewegungsgleichungen dndern. Siehe ®SX:Klassische Mechanik im Kapitel lber die
Eindeitigkeit der Lagrange Funktion.

147



148 11 WIRKUNGSPRINZIP (4H)

solcher Lorentz-Vektor ist der Vierervektor x” eines Ereignisses mit x9 = ct,x! = x,x2 = y und
x3 = z und die Vierergeschwindigkeit.

Definition 11.2 VIERERGESCHWINDIGKEIT

c
dxH dr\ ! dx# 1 1%

b _(“" - - x 11.2
. dr <dt> dt 12| w ( )
C2

Vz

Beachte, dass das Skalarprodukt der Vierergeschwindigkeit mit sich selbst gerade c? ist. Ein im Raum
ruhender Kérper bewegt sich also “mit Lichtgeschwindigkeit in die Zukunft”.

Die Wirkung eines geladenen Teilchens, das sich auf einem Pfad y#(7) bewegt, und dem elektro-
magnetischen Feld, das durch die Eichpotentiale A*(x”) beschrieben wird, ist durch den folgenden
Ausdruck gegegeben.?

WIRKUNG DER ELEKTRODYNAMIK

SIAH(x#), yH(r)] = —moc? / dr—q / dy, A(y")

4:0C /d4x <8MA,, — aUAM) (G“A” _ auAu>

(11.3)

Der erste Term ist die Wirkung freier Teilchen, der letzte beschreibt freie elektromagnetische Felder
und der mittlere ist ein Kopplungsterm.

e Das vierdimensionale Raum-Zeit-Integral steht fiir d*x = ¢ dtd®r.

e Die Integrale fiir die Wirkung des freien Teilchens und des Kopplungsterms sind Bahnintegrale
tiber die Bahn y¥ (7).

e das Bahnintegral des Kopplungsterms |6st man, indem man eine parameterisierte Form des
Pfades wie zum Beispiel y*(T) einsetzt.

[avauon® Mo a0 )

Diese Wirkung ist eine der einfachsten Lorentz-invarianten Formen der Wirkung die man fiir ein
Vektorfeld und einen daran gekoppelten Pfad bilden kann.

Beachte, dass die Wirkung nicht invariant beziiglich einer Eichtransformation Gl. 9.5, ist. Es wird
sich zeigen, dass dieser Mangel keinen Einfluss auf die von der Wirkung abgeleiteten Bewegungsgle-
ichungen hat. Er wird sich aber bei der Bestimmung der Erhaltungsgrofen aus dem Noethertheorem,
wenn auch nicht irreperabel, aulern. Das Problem wird durch die Quantenmechanik behoben, wenn
auch die Teilchen durch Felder beschrieben werden.

Die Wirkung aus Gl. 11.3 ersetzt von nun an die Postulate der Maxwellgleichungen und der
Lorentzkraft. Wir werden sehen, dass die Maxwell-Gleichungen und die Lorentz-Kraft eine direkte
Folge dieser Wirkung sind. Spater, in Kapitel 13, werden wir selbst diese Wirkung aus noch allge-
meineren Prinzipien herleiten.

2Dije Wirkung kann leicht von einem Pfad auf mehrere verallgemeinert werden, indem man mehrere Pfadanteile
hinzufiigt.
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11.1 Lagrange-Funktion und Lagrange-Dichte

Um die im Folgenden abgeleiteten Resultate auf allgemeinere Probleme als die der Elektrodynamik
ibertragen zu konnen, bringen wir Wirkung der Elektrodynamik, Gl. 11.3, in eine allgemeinere Form:

ShyH(t), @i(x¥)] :/dt L{y*(1), 77 (1), ®i(y*(1)))
S

+%/d4x 2(D;(xP), B, Di(xP), xP) (11.4)

S2

Den Beitrag S; bezeichnen wir im Folgenden als den Pfadanteil der Wirkung und den Beitrag S»
als den Feldanteil > Die Funktion £ ist die Lagrange-Funktion des Pfadanteils der Wirkung und £ ist
die Lagrange-Dichte des Feldanteils.

In der Elektrodynamik sind die Felder ®; gerade die Eichpotentiale A*. Die Funktionen £ und ¢
fiir die Elektrodynamik werden noch bestimmt.

Wahrend wir die Koordinaten in kovarianter Schreibweise bezeichnen, soll der Feldindex / in
Gl. 11.4 ein konventioneller Index sein. Diese Wahl vereinfacht die Unterscheidung der Summen
liber Koordinatenkomponenten und Feldkomponenten. Spater konnen wir die erhaltenen Resultate
leicht auf andere Probleme iibertragen, bei denen moglicherweise skalare Felder oder sogar Tensor-
felder auftreten.

Die Wirkung wird im Allgemeinen als Zeitintegral der Lagrange-Funktion Lo, d.h. als

S:/dtﬁtot

geschrieben. Wir schreiben L.+, um die Lagrange Funktion der gesamten Wirkung von der des
Pfadanteils in Gl. 11.4 zu unterscheiden. Die Lagrange-Funktion ist sozusagen die Zeitableitung der
Wirkung nach der Endzeit des betrachteten Zeitintervalls. Da die Zeit kein Lorentz-Skalar ist, hat
dies zur Folge, dass die Lagrange Funktion der Elektrodynamik im Gegensatz zur seiner Wirkung kein
Lorentz-Skalar ist. Der Grund fiir diese Wahl ist, dass bei der Variation der Wirkung die Positionen
und Zeiten am Anfang und Ende des Pfades, bzw. die Felder am Rand eines Raum-Zeitbereichs
festgehalten werden. Die Eigenzeit eines Pfades kann jedoch bei der Variation durchaus variieren.

Um die Lagrange Funktion fiir die Wirkung aus Gl. 11.4 zu bestimmen, schreiben wir

d*x = dx%dxtdx’dx3 = cdtd®r

5:/dt£+%/d4xe:/dt <£+/d3re>

—_——
Actot

und erhalten

und damit?

ﬁtot=£+/d3rZ

3Die Begriffe Pfadanteil und Feldanteil sind keine stehenden Ausdriicke und werden nur hier verwendet.
4

Leot(7, ¥, [0 [Pi()]. ) = L™ 7, (7)) + / d*r £(Di(F), Ba®;(F), X*)

Die Lagrange Funktion ist also eine Funktion der Position und der Geschwindigkeit eines Teilchens, als auch ein
Funktional der Felder und ihrer Zeitableitungen als Funktionen des Raums. Zu beachten ist aber dass wir die Funktionen
£ und ¢ als einfache Funktionen der Argumente betrachten! Die Zeitabhingigkeit von £ steckt in der nach y° und die
von ¢ steckt in der Abhingigkeit nach x9.
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Alternativ kann man die Wirkung auch mit Hilfe der Lagrange-Dichte £;,¢ als Integral iiber Raum
und Zeit schreiben.

1
S = */d4X‘€tot
C

Nun wollen wir die Lagrange-Dichte Gl. 11.4 bestimmen. Dazu verwenden wir die vierdimensionale
§-Funktion ®

(" — xt) = b(ct! — ct)3(7 — 1) = ~6(t' ~ )37~ 7)

Dadurch konnen wir die Wirkung aus Gl. 11.4 wie folgt umschreiben

S:/dtﬁ +%/d4x€
=L [ (e [ oot o)

Ltot

Die Lagrange-Dichte hat also die Form ©

Ceor = £+ c/dt 5(x* — Yo (£))L

11.2 Lagrange-Funktion und Lagrange-Dichte der Elektrodynamik

Jetzt wollen wir die Wirkung der Elektrodynamik Gl. 11.3 auf die obige Form Gl. 11.4 bringen, um
die entsprechende Lagrange-Funktion und die Lagrange-Dichte zu bestimmen. Wir driicken dazu das
Eigenzeitdifferential d7 durch die Geschwindigkeit” dy*/dt aus.

v2 1 /dy, dy*
dr = \[1— —dt = =) L=
T c2 cV dt dt

5Die Definition der §-Funktion sagt dass die folgenden Gleichungen fiir beliebige stetige Funktionen f(x®) bzw.
f(F, t) erfillt sein miissen.

F(x®) = / A RS H — XPYF(X)

f(7t) = /dt’/d3r’6(t’ — )8 = P)f(r, t) = /d3r'5(r7 L GH))

Leot(Pj, B, x*, y*, 77) =€(¢iv5a¢vxa)+/d3r §(F=7)L(™ 5% @)

"Beachte, dass dies diese Geschwindigkeit nicht mit der Vierergeschwindigkeit von Gl. 11.2 identisch ist.
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Nun konnen wir die Wirkung Gl. 11.3 als Zeitintegral ausdriicken.

SIAH(xM), y*(T)] Gl 113 / dt Z—I (—moC2) + / dt ddiy: (—aA.(y"))
N—— ‘H/—‘dy“

dr
+ / dt / &r 4%(@;\” —o,A,) (04 4r - oA
LS

1 [dx

G111 [ gy (o [TRDE
= /dt ( moc\ % gAL(y") T

L
+/ dt / & 4;;(6“;\” ~0,A,) (A — o' A)

14

Durch Vergleich erhalten wir die
LAGRANGE-FUNKTION UND LAGRANGE-DICHTE DER ELEKTRODYNAMIK

Die Lagrange-Funktion der Elektrodynamik ist
Loty 77 [A%CE)) = £ +/d3r ,
und die Lagrange-Dichte der Elektrodynamik ist

Lot (A%, B A, [y*(£)], x*) = (c/dt 5(x® —y"‘(t))ﬁ) 4

a "% aay d)/u dy+ dy*
Ly* y  AY) =—mocy/ gt ar ey (11.5)

(A%, 0pA%) = 4_710 (BHAL, - 8UAM) (6“A” - a”A“) (11.6)

mit

Es ist zu beachten, dass die Lagrange-Funktion kein Lorentz-Skalar ist. Nur die Wirkung selbst

ist ein Lorentz-Skalar.

Es mag niitzlich sein, die Lagrange-Funktion fiir Teilchen in der konventionellen, nicht-kovarianten
Schreibweise zu kennen. Wir gehen hier davon aus dass die Eichpotentiale fest vorgegeben sind.
Deshalb liefert £ nur einen konstanten Term, der nicht in die Variation der Teilchenbahn eingeht.
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LAGRANGE FUNKTION EINES GELADENEN TEILCHENS IN GEGEBENEN
EICHPOTENTIALEN.

2
| F .
—moc?\[1— = q®(7, t) + qFA(F, t)
|71

4
1 =2 "
—moc? + Emof — q®(F, t) + qrA(F, t) +0 (C>

)
—~
It
Nl
~
N—
I

Lxlass.

Die zweite Gleichung liefert den nichtrelativistischen Grenzfall. Die Ruheenergie mgc? wird iiblicher-
weise weggelassen, da eine Konstante nicht in die Euler-Lagrange Gleichungen eingeht.

Hier erkennt man den Grund dafiir, dass die Wirkung im Allgemeinen die Form “Kinetische Energie
weniger Potentieller Energie”hat. Die potentielle Energie im elektrischen Potential hat gerade dir Form

V(F) = q®(7).

11.3 Das Wirkungsprinzip

Das Wirkungsprinzip, auch Hamiltonsches Prinzip genannt, sagt dass ein Teilchen genau die Bahn
einschlagt, welche die Wirkung extremal macht. Dabei werden alle stetigen Teilchenbahnen ver-
glichen, die zu einer gegebenen Zeit t, an einem gegebenen Ort 1, beginnen und zu einer gegebenen
Zeit tp an einem definierten Ort 1}, enden.

Das selbe Prinzip wird jetzt auch auf Felder verallgemeinert. Wir betrachten also einen Raum-
Zeit-Bereich Q und alle denkbaren stetigen Felder und Teilchenbahnen, die am Rand des Raum-Zeit
vorgegebene Werte besitzen. Von all diesen Bahnen und Feldern werden diejenigen realisiert, welche
die Wirkung extremal machen.

Ein wichtiger praktischer Vorteil des Wirkungsprinzips ist, dass es die Zeitentwicklung physikalis-
cher GroBen unabhangig von der Wahl der Koordinaten festlegt, in denen die Bahnen und Felder
ausgedriickt sind. Das Extremum liegt unabhangig von der Wahl des Koordinatensystems am selben
Ort. Ein weiterer Vorteil ist, dass man die Information der Bewegungsgleichungen in einem einzigen
Ausdruck zusammenfassen und (iberblicken kann, was niitzlich ist, wenn man es mit vielen komplexen
Bewegungsgleichungen zu tun hat.

Das Wirkungsprinzip leitet sich aus der Pfadintegralformulierung der Quantenmechanik ab. In
dieser Formulierung kann ein Teilchen gleichzeitig alle moglichen Bahnen durchlaufen. Jeder Pfad
tragt dabei eine Phase die tber alle Pfade aufadditert wird, und sich konstruktiv oder destruktiv tiber-
lagern kann. Man stellt sich vor, dass ein Teilchen eine komplexe Amplitude e/¢(t) tragt, deren Phase
@(t) sich mit der Zeit dndert. Die Phase ist proportional zur Wirkung. Uberlagern sich die Amplituden
vieler Bahnen zu einem Ort konstruktiv, werden wir das Teilchen dort finden. Dies geschieht gerade
entlang dem Extremalpfad. Fiir die Frage, ob sich die Phasen konstruktiv tiberlagern, ist es unerhe-
blich, ob ein Minimum oder ein Maximum der Wirkung vorliegt. Historisch wurde das Wirkungsprinzip
als ein Prinzip der minimalen Wirkung betrachtet, was sich aus einem Prinzip minimaler Energie fiir
das statisches Gleichgewicht in der Mechanik ableitet. Diese Vorstellung ist aber tiberholt.

Variationsrechnung

Eine Folgerung des Extremalprinzips ist, dass die erste Variation §S der Wirkung verschwindet, woraus
sich die Euler-Lagrange Gleichungen ableiten lassen. Das Prinzip lasst sich anhand des Extremal-
prinzips flir Funktionen F(7) verdeutlichen. An einem Extremum verschwindet der Gradient der
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Funktion
VF(F) =0

Dies lasst sich auch wie folgt ausdriicken: Wir betrachten die Funktion in der Umgebung eines
beliebigen Punktes rj, um zu {berpriifen, ob er ein Extremum ist. Der Abstand eines Punktes von
unserem Aufpunkt sei 67 = — rp.

F( +67) 2% F(7) + 67V F () + O(16712)
5F £ F(F+067) — F(7) = 67V F(F) + O(|67%)

Verschwindet also die Variation 6 F der Funktion fiir beliebige Variationen 1, dann verschwindet der
Gradient. Die Ableitung kann man auch als ‘;—f fiir |07] — O definieren. Aus dem Extremalprinzip der
Funktion F(F) folgt also sofort, dass die erste Variation der Funktion fiir alle kleinen Variationen §7
der Position verschwindet. Daraus erhalten wir eine Gleichung, namlich VF = 0, aus welcher sich

die Position des Extremums bestimmen |asst.
Stellen wir uns nun vor, dass die Komponenten des Vektors r eine Funktion x(t) in diskretisierter
Form beschreiben.
f/d:efx(fi)
Aus der Funktion F(F) wird, wenn das Diskretisierungsintervalle |t;1+1 — t;| gegen Null gehen,ein
Funktional F[x(t)]. Das Extremum des Funktionals erhalten wir dann analog zum Variationsprinzip
der Funktion.

F
SFEFIx(t) + 6x(1)] — Flx(t)] = / dt 5x(t)6j(t) + 0(6x(1)?)
Wir nennen den Ausdruck 6)‘3—6) die Funktionalableitung des Funktionals F[x(t)].

Fiir das Extremum muss 0 F fiir beliebige Funktionen dx(t) zu erster Ordnung verschwinden, oder,
gleichbedeutend, die Funktionalableitung muss fiir das gesamte Zeitintervall der Bahn verschwinden.

Herleitung der Euler-Lagrange Gleichungen

Nachdem wir die wesentlichen Begriffe und Prinzipien dargelegt haben, wollen wir das Wirkungsprinzip
auf eine Wirkung fiir Teilchen und Felder anwenden. Um das Prinzip in seiner Allgemeinheit zu
verdeutlichen, gehen wir von einer allgemeinen Form der Wirkung aus, und spezialisieren die Ausdriicke
anschlieBend auf das Problem der Elektrodynamik.

Wir betrachten allgemeine Felder ®;(x*), die wir spater den Eichpotentiale gleichsetzen. Die
Wirkung habe die Form Gl. 11.4 auf S. 149

Sly(t), di(x)] :/dt E(y"‘(t),)'/a,cb,-(ya(t))—k%/d“x L(Di(x%, 9Pi(x*), x¥)

Zunachst bestimmen wir die Variation der Wirkung mit Hilfe eine Taylor-Entwicklung fiir eine
Variation dy(t) der Pfade und eine Variation §®;(x*) der Felder.

DY) =D y®)
or oL d oL
_ oL " OL a m o\, 1
0S /dt ayr (t)Jr@y.u Tad “”(m’(y (1) 8y*(t)0 ya(f?) 0P,
A

1 " oL o oL o
+z/d X 8¢,5®'(X )“La(a@,)a“m'(x )

B
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Um die Ableitungen von dy(t) und 6P,;(x) abzuwalzen, fiihren wir eine partielle Integration in
der Zeit durch und wenden das Gaul-Theorem in Raum-Zeit an. Zunachst betrachten wir nur die
Ausdriicke A und B der obigen Gleichung.

0L d (0 [0 0L
Dy* dt dt Dy* dt Ay
oL 1eJ4 oL
= 50,8, 0% = % (5‘1”8(6@/)) OPid (a<a ¢)>

Wir erhalten damit

6S = /dt a <5 “(t)) /d4x O, (Z a(gﬁi)m,—(x&))

Al Bl
oL d oc oL
H -
+/dt6y (t)[ayu dtayu+ 5.0 } /dt Zéd)
N—_——
A2 C
/d4 Zécb (xa)[ o ] +0(6y?, 607, 6y5d)
% 58,0, gl
B2

Die beiden ersten Terme A; und B fallen weg. Sehen wir uns zunachst den ersten Term Ay an

t2
2 d oL
Al :/ dt— 76 u(t) 7_6)/“(1“) =0
no dE\ gyk ByH .
Der Term A; verschwindet, weil auch der variierte Pfad y(t) + dy(t) dieselben Randbedingungen wie
y(t) erfiillen muss. Deshalb verschwindet §y(t) an den Grenzen des Zeitintegrals.
Nun betrachten wir den zweiten Term, B;. Hier wenden wir das Gauls-Theorem an, um das
Raumzeit Integral liber den Raum-Zeit-Bereich Q auf das Raum-Zeitliche Oberflachenintegral liber
die Oberflache 02 von  umzuwandeln.

1 4 ol L

B]_ = E/Qd Xa# <Za(auq>l)6(b,(X )>
Gaug 1 o () | =
2 Eng dA, (Z 56,8, 0 )) =0

Da auch die Variation §®,(x) der Felder am Rand 82 des Integrationsgebiets €2 verschwinden muss,
verschwindet dieser Ausdruck.

Wir haben hier das vierdimensionale GauR-Theorem angewandt. Dabei ist §,F* = ng + ‘é;l +

sz >+ ‘Z,; die normale vierdimensionale Divergenz. Die Oberflache eines vierdimensionalen Gebiets ist
e|n dreidimensionales Volumen. Das Oberflichenelement dA, wird mit Hilfe des Levi-Civita Symbols
€ als dAy = eo‘ﬁnﬂ;duﬁdedu‘S aus den drei Vektoren gebildet, die das 3-dimensionale Hyperflach-
enelement aufspannen. Es steht senkrecht auf allen drei Vektoren du®, dv®, dw® und sein Betrag
ist das Volumen des Parallelepipeds, das von den drei Vektoren aufgespannt wird.

Schliellich wollen wir noch den Term C in ein Raum-Zeit-Integral umwandeln, was wir mittels der
0-Funktion erreichen.

oL
= [ dt Y §di(y*(1))
/ Z 0P; yoc(t) 77 (),9,(v(t))

/d“xZacb /dt >

v (1)

c o(x
ya(£).5%(£),;(x*)
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Damit erhalten wir den endgiiltigen Ausdruck fiir die Variation der Wirkung

oL d oL oL

55
oy (1)

1 [ . N oe L ec
+E/d < S50 )5~ %5057 +/dtc5<x ()55

6
5P (x)

Die Terme in den Klammern sind die Funktionalableitungen der Wirkung. Damit die Variation dS

der Wirkung fiir beliebige Variationen der Pfade und der Felder verschwinden, miissen die Funktion-

alableitungen verwschwinden. Aus 5% =0 und (% = 0 folgen also die Euler-Lagrange Gleichungen.

EULER-LAGRANGE GLEICHUNGEN

Fir eine Wirkung der Form
. 1
Sz/dt c(ya(t),ya(t),q>,(ya(t))+E/d“x 2Py, 8,0, x)

lauten die Euler-Lagrange-Gleichungen

0S oL d oL oL !

Sk ayk  dtgye , 5,41 =0 (LL7)
5S  oe ot o e 0L 1

50 ~ 0%, ‘5um+/dtC5<X —V (g, =0

(11.8)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen sind gewdhnliche Differentialgleichungen fiir die Pfade und partielle
Differentialgleichungen fiir die Felder. Diese sind die Bewegungsgleichungen fiir die Teilchenbahnen

und Felder.

Zusammenfassend sehen wir hier dass ein einziges Funktional, die Wirkung, die gesamte Infor-
mation iiber die Bewegungsgleichungen enthilt. Bei Systemen mit vielen Teilchen und Feldern wird
dadurch die Ubersichtlichkeit erheblich gesteigert. Dariiber hinaus wird dadurch sichergestellt, dass
die Bewegungsgleichungen konsistent aufgestellt werden.

11.4 Euler-Lagrange Gleichungen der Elektrodynamik

Die Bewegungsgleichungen der Elektrodynamik, Maxwellgleichungen und Newtonsche Bewegungs-
gleichung mit der Lorentz-Kraft, erhalten wir einfach, indem wir nun die entsprechenden GréRen der
Elektrodynamik, GI. 11.5 und GI. 11.6, in die Euler-Lagrange Gleichungen, Gl. 11.7 und GI. 11.8
einsetzen. Wir ersetzen ®; durch A”

_oL doL 0L,
oyt dtgyu  OA

o, o

BA” ~ T B(8,AY)

+/dt co(x* fyo‘(t);i

0=

Jetzt miissen wir nur noch die entsprechenden Ableitungen der Lagrange Funktion £ und der Lagrange-
Dichte £ einsetzen.
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11.4.1 Lorentz Kraft

Zunichst bestimmen wir uns die Ableitungen der Lagrange-Funktion,Gl. 11.5 auf S. 1518

. [dy, dy* dy*
L(y* vy ,A%) = —mgc 7“7_@47
0y ) 0 dt dt dt

oL

—— =0

Oy

oL 1 dyy

—p = —Myc—F—=2—"—"—qA,
dy, dy» dt

o 2/ %%

oL _ dy,

YT

Diese setzen wir in die Euler-Lagrange-Gleichung, Gl. 11.7 ein.

oL d oL oL

= — = — _— AU
oyt dt gyu + 580 %

0

d —moc dy, dy”
Sl L un(ya(t) - anuAu

dt dyu dy# dt
dt dt

d moc  dy, dy” dy”
= | =t ——0,AL ) — q——0,A,
dt dy, dyr dt T 9GO ) ~ G O

dt dt
d —moc dy, dy?
- | =% 8,A, — B,A,) ——
dt dy. dy» dt a0 A =~ A dt

dt dt

Wir erhalten die
BEWEGUNGSGLEICHUNG FUR EIN GELADENES TEILCHEN

d moc  dy, dy?
(2 ) = g(8,AL — BuA)) 11.9
gt T ) = 1@A = 8A) T (11.9)
dt dt Fuw
—_———
M

Es bietet sich an, zwei GroBen zu definieren:

Definition 11.3 RELATIVISTISCHE MASSE

Y[ L —L (11.10)

Ay dy* R
dt dt c?

Die relativistische Masse M ist selber geschwindigkeitsabhidngig. Mit zunehmender Geschwindigkeit
wachst die relativistische Masse an und wird bei der Lichtgeschwindigkeit unendlich. Dies erklart, dass
man Masseteilchen nicht bis zur Lichtgeschwindigkeit oder dariiber hinaus beschleunigen kénnen.

8Es ist strikt drauf zu achten von welchen Parametern die Lagrange Funktion abhingt. Ersetzt man in der Lagrange-
Funktion A* mit A¥(y*(t)) und betrachtet A* als vorgegebenes Feld, dann erhdlt man ein endliches Resultat fiir
AL /dy*. Dafiir verschwindet 8L/8AY. In beiden Fallen erhalt man dieselben Bewegungsgleichungen fiir die Teilchen.
Es sind aber grundsatzlich verschiedene Situationen. Eine Vermischung fiihrt zu einer Doppelzahlung und zu einem

falschen Resultat.
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Abb. 11.1: Relativistische Masse eines Teilchens der Masse eins als Funktion der Geschwindigkeit als
in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit.

Die zweite GroRe, die sich ergeben hat, ist der Feldstarketensor F#Y.

Definition 11.4 FELDSTARKETENSOR

FrvEorar — o Ak (11.11)

Um die Bedeutung des Feldstarketensors zu erkennen, betrachten wir seine einzelnen Komponen-

ten, wobei wir A* = (¢/c, A) und 9, = (%Gt, V) und den bekannten Zusammenhang E‘ﬁf—ﬁ¢—8tﬁ

und BLE'Y x A zwischen Eichpotentialen und den elektrischen und magnetischen Feldern verwenden.®

0 10,A+ 0,10 18A, + 0,10 18,4, + 8,10

= _ 0 —0xA, + 0, A —0xA; + 0, A«
o 0 —0,A; + 0,A,
0 —Ei/c—-E,/Jc—E;/c
Gl.o192 | Ex/c 0 -B, B,
B E,/Jc B, 0 —B

E.Jc =B, By 0

In der ersten Gleichung wurde nur eine Halfte des Tensors ausgefiillt. Die andere ergibt sich aus
der Antisymmetriebedingung F*¥ = —F"# die sich aus ihrer Definition Gl. 11.11 ergibt. Der
Feldstarketensor beschreibt also gerade die elektrischen und magnetischen Felder.

Wenn wir den Feldstarketensor in die elektrischen und magnetischen Felder zerlegen, erhalten wir

9Beachte, dass der Zusammenhang zwischen den Eichpotentialen und den elektromagnetischen Feldern an diesem
Punkt der Theorie die Definition der Felder darstellt, weil die Wirkung bisher ausschlieBlich mittels der Eichpotentiale
formuliert wurde.
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aus der Euler Lagrange Gleichung GI. 11.9
d dy* d
(M(V)Y) _ g

dt dt dt
0 —E/c—E,/c—E;/c c
| Ege o -B. B -
E,/Jc B, 0 —By -V,
E;/c —-B, B, 0 -V,
q/cvE
q(Ex + v,B, — v,By) (11.12)

q(E, + v;Bx — wB;)
q(E; + wBy, —v,By)
Aus den letzten drei Komponenten erhalten wir die Kraftgleichung und damit den Ausdruck fiir

die Lorentz Kraft
RELATIVISTISCHE BEWEGUNGSGLEICHUNG EINES GELADENEN TEILCHENS

%(M(V)\?) :q(E+\7>< é) (11.13)
Diese Bewegungsgleichung unterscheidet sich von der nichtrelativistischen Gleichung nur dadurch,
dass die Ruhemasse durch die relativistische Masse ersetzt wird. Es ist zu beachten, dass die Lorentz
Kraft auf der rechten Seite keine Kraft im eigentlichen Sinne ist. Auf der linken Seite steht namlich
der kinetische Impuls und nicht der kanonische Impuls. Wie wir noch sehen werden, unterscheiden sich
die beiden Impulse gerade im elektromagnetischen Feld . Die eigentliche Kraft ist die Zeitableitung

des kanonischen Impulses.

Die erste Komponente der Euler-Lagrange-Gleichung Gl. 11.9, bzw. GI. 11.12, ist die Energieer-
haltung. Einen Hinweis darauf erhdlt man im nichtrelativistischen Grenzfall |V| — 0 mit statischen

Feldern.1°
0= <c7t\/%> — gVE
= (;Itlmfci Z)2> +qVVo
= <c7tlmfc(1) = + q¢>

d 1
= — | moc®+=mv?+ qd | +O0(V)
dt 2 ~—
Epor
Ekin

d
= E (Ek/'n + Epot)

11.4.2 Maxwellgleichungen

Nun bestimmen wir die Bewegungsgleichung fiir die Eichpotentiale aus Gl. 11.8 auf S. 155, namlich

oL ot Y 0L
O—GAU—auMAU)“r/dfC5(X -y (t)aA”

10Dgas ist kein Beweis!
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mit der Lagrange Funktion von Gl. 11.5 und der Lagrange Dichte von GIl. 11.5 auf S.151.

m m
LA A%) = —mocy | 2220 qa,
vy ) M\ Gt ar ~ gt

A%, 05 A%) = 4_710 (G#AU - 8,,Au) (8“A" - G”A“)

Wir bestimmen wiederum zuerst die Ableitungen von £ und £

ot
oar ~°
Y, 1 1
= (atA, — AR = ——F*,
O]~ )=
oL o dy,
YT
und erhalten
Y ot oL
= dt 6(x* — yo(t
0= 34w ~ %A% +/ 0 =y (O

1 dy,
— el =/ a __ o
a“qu v q/dt J7 0 —y*(1))

JH(x*)
Die Bewegungsgleichungen fiir die Felder konnen also in die folgende Form gebracht werden:

MAXWELLGLEICHUNGEN IN KOVARIANTER FORM

d v
0, (G“A" - a”A“) = o qc/ dt dyt 5(x* — y(t)) (11.14)
[
Fre JH(x)
BuFRY = pof” (11.15)

Dabei ist F*¥ der Feldstarketensor und j* die Viererstromdichte, GIl. 10.11.

Wenden wir diese Definition auf ein geladenes Teilchen an, erhalten wir mit Hilfe von Gl. 2.3 auf
S. 16 und Gl. 2.8 auf S. 19 die Komponenten der Viererstromdichte. Wir beginnen mit der zeitlichen
Komponente

20 S 2 ol 1) 2 qea(7 - 7(e) = ac [ e a7 FENae - ¢)

0
qc/dt’ ‘;yt, 8(F — 7(t') 6(ct — ct')
N, —_—

c 15(t—1)

= P = ac [ dy st - ya()
Nun bestimmen wir die riumlichen Komponenten j' mit i = 1,2, 3.

7.1 2° g o - (1)) = q [ 9t o - 7(e)ae - ¢)

dy

qc/ dt’ d—;é(?— y(t))o(ct — ct’)

Jx*) = qc/d?é(xo‘~y°‘)
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VIERERSTROMDICHTE EINES GELADENEN TEILCHENS

j%%ﬂ=qc/dt%§6ua—y%n>=qg/dwaua—y% (11.16)
———

dy”

Dabei ist y#(t) die Bahn der Punktladung.

Um uns zu iiberzeugen, dass dies der Viererstromdichte entspricht, untersuchen wir ihre Kompo-
nenten

20(t)
dy® 1 - S 2
st 0 el ()
S —
¢ 3(x0—y0(t"))

1
o7, 0) = 27 t) = q [ dt

= qd(r — (1))
20t

s _ /iy 1 _ //\ P
J(7t) = qc/dt a7 Cé(t t" )o(r—y(t"))

—_——

S(x0—yO(t))
day(t) o .
L2057 y(1)

Wir erhalten also gerade die bekannten Ausdriicke Gl. 2.3 auf S. 16 und Gl. 2.8 auf S. 19.

Nach diesem Exkurs zur Viererstromdichte kommen wir auf die Bewegungsgleichungen zuriick:
Gl. 11.14 kann auf den bekannten Audruck Gl. 10.14 auf S. 142 abgebildet werden.

BuFH = 8,08 AY — 8" (B, A") = o)’

=dq

Den Zusammenhang von Gl. 11.14 mit den Maxwellgleichungen sieht man durch Einsetzen

6;LFU"U = UOJ“

10, 0 —Ex/c—E,/c—E;/c cp
ax EX/C 0 _BZ By =pu jx
8, E,Jc B, 0 —B °1 j
o, E,/c —B, By 0 Jz
—%ﬁﬁ cp

éatEx _asz+asz =u _jx

LO0.E, +06,B, — 8,8, °1 j

L6.E, — 0B, + 8, B4 Js

c=

- - 1. - = = -
eVE £ und AE&E—VXB:MM

Tatsachlich sind dies nur die beiden Maxwellgleichungen, Gl. 3.1 und Gl. 3.4 mit den Quellen
(Ladungs- und Stromdichten). Die anderen beiden, Gl. 3.2 und Gl. 3.3, ergeben sich aus den Gle-
ichungen, Gl. 9.1 und GI. 9.2, d.h. E = =V —8,A und B = V x A, welche die Felder mit Hilfe der
bekannten Eichpotentiale definieren.

Die Tatsache, dass elektrische und magnetische Felder gemeinsam in einem Tensor auftreten,
deutet darauf hin, dass beide Felder verschiedene Aspekte einer einzigen Wechselwirkung sind. Ein
Gedankenexperiment verdeutlicht das:

e Ein ruhender Beobachter betrachtet eine geladenes Teilchen das mit einer Geschwindigkeit
durch ein Magnetfeld fliegt. Aufgrund der Lorentzkraft wird es abgelenkt, also beschleunigt.
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e Nun betrachten wir dasselbe Problem aus der Sicht eines Beobachters, der sich mit dem Teilchen
mitbewegt bevor es in das Magnetfeld eintritt. Auch dieser Beobachter bemerkt eine Beschleu-
nigung des Teilchens, kann diese aber nicht durch ein Magnetfeld erklaren: aus der Sicht dieses
Beobachters ruht das Teilchen und Magnetfelder verursachen keine Beschleunigung ruhender
Ladungen. Dieser Beobachter muss die Beschleunigung also auf eine andere Kraft zuruckfiihren.
Diese Wechselwirkung ist gerade das elektrische Feld.

11.5 Aufgaben

11.5.1 Wirkungsprinzip der Schréodinger Gleichung

Die Wirkung, welche die Schrodinger Gleichung fiir ein teilchen in einem Potential V/(F) liefert, hat
die Form

SV(Ft)] = /dt/d3r [/hw*athr %(ﬁw)(ﬁw)* + V(7 t) U ¥

Dabei ist W(7, t die quantenmechanische Wellenfunktion. Die Interpretation der Wellenfunktion ist,

dass P(7, t)déf\U*(F’, t)W(r, t) die Wahrscheinlichkeit ist, ein Teilchen zur Zeit t am Ort 7 zu finden.
Beachte, dass die Wellenfunktion komplexwertig is, was bedeutet, dass Real- und Imaginarteil als
unabhangige Felder betrachten werden miissen. Alternativ, und das ist einfacher kann man mit
Wirtinger Ableitungen arbeiten. Diese sind zum Beispiel im Mathematischen Anhang von ®SX:
Klassische Mechanik beschrieben.

Leite die Schrodinger Gleichung als Euler-Lagrange Gleichung der obigen Wirkung her. Das Ziel
der Aufgabe ist es, nicht nur die Wirkung in den bekannten Ausdruck der Euler-Lagrange Gleichun-
gen zu liibertragen, sondern die Euler-Lagrange Gleichungen fiir dieses Problem abzuleiten, um das
Wirkungsprinzip zu rekapitulieren.
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Chapter 12

Noethertheorem

Das Noethertheorem[15] sagt, dass aus jeder kontinuierlichen Symmetrie eine Erhaltungsgréie folgt.
Es ist damit einer der fundamentalsten Satze der Physik. Eine ErhaltungsgroRe erlaubt Voraussagen,
die beliebig weit in die Zukunft reichen. Solche Aussagen erfordern sonst die Losung von Differen-
tialgleichungen, was aufwandig ist und selbst numerisch in den allermeisten Fallen nicht moglich ist,
da sich komplexe Systeme zumeist chaotisch verhalten. Chaotisches Verhalten fiihrt dazu, dass die
Vorhersagen nach einer gewissen Zeit extrem sensibel von den Anfangsbedingungen abangen, sodass
die Vorhersagekraft in der Praxis bald verschwindet.

Das Noethertheorem fiihrt die Erhaltungsgrolen auf Energie und Impuls zuriick. Es liefert also
die Definition von Energie und Impuls und verdeutlicht die fundamentale Bedeutung dieser GroRken.

Wir werden sehen, dass auch Felder wie die Eichpotentiale, genau wie Teilchen, Energie und
Impuls tragen. Dies fiihrt uns auf Ausdriicke wie die Energiestromdichte und den Strahlungsdruck
des elektromagnetischen Feldes. Dies wiederum fiihrt uns auf den Begriff eines Quasiteilchens, der
in der Festkorperphysik von grosser Bedeutung ist. In unserem Fall besteht das Quasiteilchen aus der
Punktladung und den Eichpotentialen, welche die Punktladung mit sich herumschleppt. Die Energie
und der Gesamtimpuls des Quasiteilchens ist daher groBer als fiir das Punktteilchen alleine. Das
Teilchen verhalt sich also so als ware es schwerer als sein eigentliche Masse.

Die Eigenschaft von Feldern, Energie und Impuls zu tragen, deutet wiederum auf die Quanten-
mechanik hin, bei der sich der Unterschied zwischen Teilchen und Feldern verwischt. So werden in der
Quantenmechanik Elektronen, also Teilchen, auch durch ein Feld, die Wellenfunktion, beschrieben,
wahrend wir fiir das elektromagnetische Feld das Teilchenkonzept der Photonen einflihren.

Symmetrien

Eine Transformation der Koordinaten und Felder ist eine Symmetrietransformation eines Systems,
wenn die Bewegungsgleichungen unter der Transformation dieselbe Form beibehalten. Fiir ein System,
das aus Teilchen besteht, bedeutet das, dass wir wieder eine physikalische! Teilchenbahn erhalten,
wenn wir eine physikalischen Teilchenbahn mit einer Symmetrietransformation transformieren. Gehen
auch Felder als dynamische Variablen in die Wirkung ein, gilt das selbe fiir die zeitliche Entwicklung
des Feldes. Dabei ist wichtig, dass alle dynamischen Variablen des Systems, und nur diese, gleichzeitig
transformiert werden.

Kennt man die Wirkung des Systems, dann bedeutet eine Symmetrie, dass sich die Wirkung unter
der Symmetrietransformation nicht verandert.

Fiir affine Abbildungen, kann man sich Symmetrien so vorstellen: Wir stellen uns zwei Beobachter
A und B vor, deren Position und Lage sich nur durch eine Transformation unterscheidet. Wenn es
den beiden Beobachtern nicht moglich ist, anhand von Experimenten einen Unterschied zwischen A
und B festzustellen, ist die Transformation eine Symmetrietransformation.

IWir nennen eine Bahn, welche die Bewegungsgleichungen erfiillt, bzw. die Wirkung extremal macht, physikalisch.

163
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Erhaltungssatze

Wir haben in der Klassischen Mechanik zwei Arten von Erhaltungssatzen kennengelernt. Ich mochte
diese hier noch einmal erwahnen, weil man einen Erhaltungssatz erkennen sollte, wenn man ihn sieht.

e Das Noethertheorem fiir Teilchen hat die Form

dQ
ar ¢
mit der ErhaltungsgroRe
S IR
~P 5 oe| P |,
e=0 e=0

wobei (7, t,€) und t/(F, t, €) eine Symmetrietransformation der Orts- und Zeitkoordinaten
beschreiben, die von einem kontinuierlichen Parameter € abhangt. Der Viererimpuls hat die
Komponenten p* = (E/c, p). (Siehe Definition Gl. 12.6)

e die zweite Art von Erhaltungssatzen entspricht dem Ladungserhaltungssatz
Op+ V=08, =0
wobei p(7, t) die Ladungsdichte und j(7, t) die Stromdichte ist. Die Viererstromdichte hat die

Form j* = (cp.))

Oben haben wir die differentielle Form des Erhaltungssatzes verwendet. Die integrale Form ist
der physikalischen Interpretation zuganglicher. Man erhalt sie durch Integration des differen-
tiellen Erhaltungssatz tiber den einen raumlichen Bereich 2

d s auls .
— d3rp+f dAsz‘“/d%aw:o
dt Jo o9 Q
Q(t) !
Interpretieren wir p als Teilchendichte, dann liest sich die Gleichung wie folgt: “"Die Zunahme
der Teilchenzahl @ in einem Bereich € ist gleich der Anzahl der Teilchen —/, die durch die
Oberflache in den Bereich eintreten.” Interpretieren wir sie als Ladungsdichte, liest sie sich

als “Die Zunahme der Ladung @ in einem Bereich 2 ist gleich dem Strom —/, der durch die
Oberflache in den Bereich fliet.”

SchlieBlich kann man den Erhaltungssatz noch iiber die Zeit integrieren und erhdlt so die ko-
variante Form des integralen Erhaltungssatzes.

/ d*x 9" =0
Qx[t1,t2]

Der letzte Satz gilt nicht nur fiir spezielle Raum-Zeit-Bereiche der Form Q x [t1, t2], sondern
fiir beliebige Raum-Zeit-Bereiche.

Den differentiellen Erhaltungssatz erhalt man indem man den Raum-Zeit-Bereich auf einen
beliebigen Punkt zusammenschrumpfen lasst.

12.1 Das Noethertheorem

Wir betrachten eine kontinuierliche Transformation, welche zunachst die Koordinaten transformiert

XM = FH(x*,¢)



12 NOETHERTHEOREM 165

Dartiber hinaus werden aber auch die Felder ineinander transformiert. Wie beschreiben die Felder
durch die Variablen ®;(x*), um von den Eichpotentialen zu abstrahieren und das Noethertheorem in
seiner ganzen Allgemeinheit untersuchen zu konnen. Bei der Transformation werden die Komponenten
der Feldes ®; am Ort x” auf die Komponenten der transformierten Felder ¢/ am neuen Ort x"
abgebildet. Diese Transformation wird durch die Funktionen W; beschrieben.

PUXY (XY, €), €) = Wi(P;(x¥), x¥, €)

Fiir e = 0 soll die Transformation in die Identitat ibergehen:
FH(x*, e=0)=x"

Wi(Pj, x* e =0) =&,

NOETHERTHEOREM

Das Noethertheorem sagt, dass aus jeder Symmetry, die eine kontinuierliche Transformation ist, ein
Erhaltungssatz folgt. Es lautet

Oyt =0 (12.1)

wobei J#* die Noetherstromdichte ist. Die Noetherstromdichte ist fiir eine Wirkung der Form S =
[dtL+ L [ d*x ¢ von der Form

) E /dy“ §(x* —y*) E—a—ﬁf goﬁC% s
o0 O®;7 Ox"
L -
e Za(aucb,) 5| e .
o0 oW,
+ 2 55, o 12.2)

Dabei werden alle Ausdriicke fiir die physikalischen Pfade und Felder ausgewertet.

Das Noethertheorem ergibt sich direkt aus Gl. 12.30 und Gl. 12.31 auf S. 189, die in Kapitel
12.3 hergeleitet werden.
Der Erhaltungssatz

1 _ d 1 e
o:/d3r O :/d3r [at (CJO> +VJ1 = E/d3er0+/dA
N———

Q

hat gerade die Form des integralen Erhaltungssatzes der Ladungserhaltung. Aus diesem Grund nennt
man @ auch die Noetherladung. Die Noetherladung in einem Volumen andert sich also nur, wenn ein
Noetherstrom J einen Teil der Noetherladung in das Volumen hineintransportiert.
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Definition 12.1 NOETHERLADUNG
Die Noetherladung in einem Volumen Q ist

Q) = /Q Frior (12.3)

c

Die Noetherladung im gesamten Raum ist daher erhalten. Die Noetherladung ist eine Invariante der
Bewegung. J° ist die zeitliche Komponente der Noetherstromdichte GI. 12.2.

Ich gehe davon aus, dass die Noetherladung in der Literatur nur bis auf den Vorfaktor einheitlich
definiert ist. In [16] wird zum Beispiel der Faktor 1/c weggelassen. Die von mir gewahlite Definition
wurde durch die Analogie mit dem Ladungserhaltungssatz motiviert, bei dem die Ladungsdichte liber

0= % O mit der Viererstromdichte verkniipft ist.

12.1.1 Noethertheorem fiir Teilchen

Viererimpuls

Um uns der Bedeutung des Noethertheorems zu nahern, betrachten wir zunachst den mechanischen
Teils des Noetherstroms. Das bedeutet, dass wir uns nur auf die Teilchen konzentrieren und die Felder
als vorgegeben ansehen. Die Felder werden hier also als Teil der Lagrange Funktion angesehen und
nicht mehr als eine dynamische Variable. Wir werden dabei eine ganze Reihe von neuen physikalische
GroBken kennenlernen, die wir spater auf Felder iibertragen werden. Anhand der Teilchen, die uns
bereits vertrauter sind, lasst sich deren Bedeutung einfacher erschlielen.

Die Noetherstromdichte eines Teilchens ist gemal Gl. 12.2

oL .s
L——5Yy
Oy

o az:) ax
v c =V
8y Oe

e (x%) = /dy“ 5(x* —y*) (

—puc

'v

ox
= — K a __ @ _—
/dy 0(x* —y*) puc % (12.4)

Dabei haben wir den kanonischen Viererimpuls eingefiihrt, der wie folgt definiert ist.

Definition 12.2 KANONISCHER VIERERIMPULS VON TEILCHEN
Der kanonischer Viererimpuls von Teilchen ph....(t) hat die Form

ud:‘ffl

Cc

oL .v oL
[ i /3} P - == (12.5)
Oy oy,

Der Viererimpuls hat, wie im Folgenden gezeigt wird, die Komponenten

(s E/C
p ( 5 ) (12.6)

Energie E und Impuls p kénnen also zu einen Viererimpuls kombiniert werden.

Im folgenden werden wir den Viererimpuls analysieren und an Hand der Definition Gl. 12.5 zeigen,
dass seine Komponenten gerade entsprechend Gl. 12.6 mit Energie und dem kanonischen Impuls
zusammenhangen. Wir betrachten den Viererimpuls p, komponentenweise. Dabei iibersetzen wir
den Ausdruck aus der kovarianten Schreibweise in eine Zeit und Ortsdarstellung.
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e Zunachst wenden wir uns dem raumlichen Teil des Viererimpulses zu. Fiir die Raumkomponen-
ten j € {1,2, 3} verschwindet g/, sodass der erste Term in Gl. 12.5 verschwindet. Der zweite
Term ist die Ableitung nach einem kovarianter Vektor, den wir zunachst in einen kontravarianten
umwandeln. Dabei wechselt sein Vorzeichen fiir die raumlichen Komponenten.

p=+2E
I oy,

Beachte, dass dies die Komponenten eines reguldren raumlichen Vektors f sind, bei dem nicht
mehr zwischen kovarianten und kontravarianten Vektoren unterschieden wird. Zur Unterschei-
dung haben wird deshalb lateinische Buchstaben als Indizes gewahlt.

Wir haben hier gerade die Definition des raumlichen Teils des kanonischen Impulses erhalten,
wie wir in aus ®SX:Klassische Mechanik kennen. Der Vollstandigkeit halber wiederholen wir
hier die Definition des kanonischen Impulses.

Definition 12.3 KANONISCHER IMPULS EINES TEILCHENS
Der kanonische Impuls p’ hat die Komponenten

pi==%" (12.7)

Dabei ist y(t) die Bahn des Teilchens.

Betrachten wir als Beispiel ein nicht-relativistisches Teilchen in einem Potential mit der Lagrange

. .2
Funktion L(V,y, t) = %my’ — V/(¥), dann ist der zugehorige Impuls

oL . - -
pi= —— =my, = p=mv
ayi

Dabei ist V = )7 die Geschwindigkeit des Teilchens.

e Nun betrachten wir die zeitartige Komponente p® des Viererimpulses aus Gl. 12.5.

o

K<O
1
(9]
alr ol
Lo &
M-
o)
2R
~_
|
D
| IS

0 def 1 &C.I/_L] OO_%

Gl. 12.7

Dies ist aber, bis auf den Faktor 1/c, die Energie, bzw. die Hamiltonfunktion, wie sie in ®SX:
Klassische Mechanik definiert wurde. Wegen seiner Bedeutung wiederholen wir diese Definition.

Definition 12.4 ENERGIE EINES TEILCHENS

EE€B(t)y(t) — L(7(t), ¥(t), t) (12.8)

Dabei ist y(t) die Bahn des Teilchens und p(t) sein kanonischer Impuls.

Betrachten wir wieder das Beispiel eines nicht-relativistisches Teilchen in einem Potential mit
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. .2
der Lagrange Funktion L(y, V. t) = %my —V/(¥), dann ist die Energie

e VLR =1 .2 ~
E = py—/l(y(t),y(f),f)zpy—imy +V(¥)

vl =2 ~ 1
=" omy +V(@y) = E=omiP V()

Noetherladung

Wir wollen uns die Noetherladung des mechanischen Systems genauer ansehen:

Gl. 12.3 1 -
Qmech = /d3r 7J?nech(rv t)

Gl. 12.4 3 dy" 1.~ ox'H
/d /t 5t B)O(F—F) pu—=— e

fdyo d(xa—yx)
OxH (r t) 1 ot'  _or
Po  ax0

ot _or
B =S ci
l Oe P 651
Dies ist die bekannte Form der allgemeinen ErhaltungsgroRe, wie wir sie in ®SX: Klassische Mechanik

kennengelernt haben.
Wir erkennen dass bei Zeittranslationssymmetrie die Energie erhalten bleibt. In diesem Fall ist

t'(Fte)=t+e A AP te)=F

Durch Einsetzen erhalten wir Qmech = —E

Der Impuls ist die Erhaltungsgroe von Systemen, die symmetrisch beziiglich einer Verschiebung
im Raum sind. Wir betrachten eine verschiebung in Richtung des Einheitsvektors €. In diesem Fall
ist die Transformation

t(F te)=t A r(F te)=F+ e

Durch Einsetzen erhalten wir Qmech = pj.

Energie-Impulstensor
Den Zusammenhang zwischen Noetherstromdichte Gl. 12.4 und Transformation % ldsst sich elegant
mit dem Energie-Impuls Tensor darstellen.

Definition 12.5 ENERGIE-IMPULS TENSOR
Der Energie-Impuls Tensor verknliipft die Noetherstromdichte mit den e-Ableitungen der Koordina-

tentransformation.

_dx,(x

) Ul [ O
ST (x) (12.9)

JH(x®) =

Beachte dass Transformationen der Felder, die nicht auf Koordinatentransformationen zurtickzutfiihren
sind, nicht mit Hilfe des Energie-Impulstensors beschrieben werden kénnen.
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Wir man durch Vergleich von Gl. 12.9 mit Gl. 12.4 erhalt, hat der Energie-Impuls Tensor fiir ein
Teilchen die Form

THY(x*) = /dy” S(x* —y*)ptc

THY(7, t) = /dt’ L;itl) L6t~ )3(7— () pH(H)e

dy” é(xa_ya)

= 67 - e 2

Betrachten wir nun die Komponenten des Energie-Impuls-Tensors.

MECHANISCHER ENERGIE-IMPULSTENSOR

v o= oL dy”(t
Thecn(T £) = 0(F = y(t))p“(t)ydit() (12.10)
E Evi/cEv,/cEv,/c
35(?—)7(1?)) pXC prx pXVy prz (1211)

PyC PyVx PyVy PyVz
PzC PzVx PzVy PzVz

In Analogie mit der Ladungs-Stromdichte eines geladenen Teilchens

J(F 1) = 6(F = y(t)qv(t)

konnen wir pgdgé(r“—)?(t)E(t) mit der Energiedichte, fEd:efé(F’—Y(t))EV mit der Energiestromdichte,
pn 5(F — () p; mit der Impulsdichte und J, = 6(F — ¥(t))p;¥ mit der Stromdichte des Impulses

p; identifizieren. Der Energie-Impuls Tensor hat also die Interpretation

BEDEUTUNG DES ENERGIE-IMPULSTENSORS

Energie- |Z x Energiestrom-

Tab _ _ dichte dichte
| ¢ x Impuls-| Impulsstrom-
dichte dichte

Jedes Teilchen tragt also eine bestimmte Energie und einen bestimmten Impuls mit sich herum.
Verlasst ein Teilchen ein bestimmtes Volumen, dann geht dem Volumen auch die entsprechende
Energie und der entsprechende Impuls verloren. Dies kann durch die entsprechenden Dichten und

Stromdichten als

a4 (/ d®r pe(F, t)) +7{ dAje(F t) = / d’rSe(F,t)
dt \ Jq 80 Q
(L) §_dAneo= [ #rsen
dt \ Jq 80 Q

ausgedriickt werden. Dabei sind Sg und S, die Quellendichten fiir Energie und Impuls. Sind
Energie und Impuls der Teilchen nicht erhalten, weil sie zum Beispiel mit einem Feld wechselwirken,
konnen sich Energie und Impuls der Teilchen mit der Zeit andern. Das wird durch die Quellendichte
beschrieben.
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Beide Gleichungen sind in differentieller Form durch die Gleichung
o,THY =S*

zusammenfassen. Beachte, dass der Index der Viererableitung mit dem zweiten Index des Energie-
Impulstensors verkniipft ist. Haufig findet man denselben Ausdruck, aber der Index der Ableitung ist
mit dem ersten Index des Energie-Impuls Tensors verkniipft?.

12.1.2 Beispiel: rein mechanische Wirkung

Betrachten wir nun die Wirkung eines freien Teilchens

Sly*(t)] = —moc2/d'r

Um die Lagrangefunktion zu ermitteln, wandeln wir die Wirkung von einem Eigenzeitintegral in ein

Zeitintegral um.
dy, dy*
o _ _ u
Sly (t)]/dt< mocy| dt)

Viererimpuls

Jetzt bestimmen wir den Viererimpuls nach Gl. 12.5

1 y w [dy, dy# I
M= —moc——=4—y + mocy) = =—| ¢"* + mpc———
P c 0 dy,,my 0 dt dt g 0 dy, dy*

dt dt dt dt
=0
Y
y Mo . [
dy, dy* 1-2
dt dt c?
N——
M(v)

Dabei ist vV die Geschwindigkeit des Teilchens und M(V) die relativistische Masse. Die Energie ist
also

E=plc=—— = M(¥V)c?
dyy dy*
dt “dt
und den Impuls erhalt man als die raumlichen Komponenten des kovarianten Impulses

p= M(V)V

2Ein Beispiel mit verdrehten Indizes ist im Jackson zu finden[1]. Ich vermute dass dabei bereits verwendet wurde,
dass der Energie-Impulstensor symmetrisch ist. Ich konnte noch nicht beweisen dass er immer symmetrisch ist, weshalb
ich die Symmetrie des Energie-Impulstensors nicht voraussetzen mochte. Bei den Konventionen halte ich mich an das
Buch von Felsager[17].
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Energie-Impulstensor

Jetzt bestimmen wir den Energie-Impuls-Tensor

dyu dy* dy”
THY(F 1) = 6(F = y(£))p*(t) —— = 8(F — y(t)) moc —E==t
dt dy? dy7
dt dt
N
dt dt

PR M(V)c?  M(V)cv
=o(r=y(1) (/\//(\7)0\7 M(7)7 ® v)

Beachte, dass der Energie-Impuls-Tensor symmetrisch ist. Die Energieflussdichte ist also direkt mit
der Impulsdichte verkniipft.

Drehimpulserhaltung

Mit Hilfe des Energie-Impuls Tensors konnen wir auch die Drehimpulserhaltung nachweisen. Es gilt
der Erhaltunssatz

/
B, = —8), (%)Z’T”"‘) -0

Deshalb ist die entsprechende Noetherladung eine Erhaltungsgrofe
Betrachten wir nun Drehungen im Raum?3

ot or e 2%
gzo und gzr“xe“é Zex — Xéy
xe, — yex

wobei € die Drehachse ist.
Nun bestimmen wir die entsprechenden Noetherstromdichte
1 10x/
0 GI.:12.3/d3r LN Gl. 12.9 _/dgr 10% 0
c c O¢e
1
= f/d3r —(Fx &) é(r—y(t))M(v)vc
C ~——
ox'/de Tio
= —-MW)(yxée)v
= ey x M(V)v)
————’

-

= @E(yx

|

3Eine Drehung im Raum kann allgemein durch

r'=ur
dargestellt werden, wobei U eine unitire Matrix ist, d.h. U!PU = 1. Die Anderung der Drehmatrix kann durch
U(e + de) = U(e)dU beschrieben werden, wobei dU = 1 + Ade eine infinitesimale Drehung ist. Deshalb gilt dUdUT =
1+ A+ AT +0(de?) < 1. Aist also eine antisymmetrische Matrix, d.h. A = —AT. Sie kann also, bis auf eine
Konstante, durch
0 e —ey
A= ez 0 ¢

—ex e, 0

Fiir Einzelheiten siehe ®SX:Klassische Mechanik in den Abschinitten iiber Drehungen.
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Dies ist gerade die relativistische Form der Dichte des Drehimpulses L& eines Teilchens um die Achse

e.

L=Fx
i P

il

r

12.1.3 Noethertheorem fiir Felder

etrachten wir ein System, das nicht nur Teilchen, sondern auch Felder enthalt: In diesem Fall ist die
Noetherladung des mechanischen Teilsystems nicht mehr erhalten, sondern nur die gesamte Noether-
ladung von Feldern und Teilchen. Das bedeutet sofort, dass wir den Feldern nun auch eine Energie
und einen Impuls zuordnen miissen.

Bei der Bestimmung von Energie und Impuls miissen wir verschiedene Falle unterscheiden.
e bei skalaren Feldern ist W von der Raumtransformation entkoppelt.

e bei Vektorfeldern wie den Eichpotentialen hangt W direkt von den Raumtransformationen ab.
Ein Vektorfeld transformiert wie infinitesimale Distanzvektoren

’

dx* = 78)( H(x. ) dx”

XI/

Deshalb transformieren Vektorfelder ®* wie

! /‘L
OB (M) = WH(D(xP), X% €) = Laixu'e)cb"(xu)
Damit wird W* zu
OWH 8 OXH(X,€) s OXE
B e o ) =0Na

e Tensoren transformieren sich wie das dyadische Produkt von zwei Vektoren.
XM (x*) OxV (x%)
OxY xo

Da wir hier keine Tensoren bendtigen werde ich das entsprechende W#* nicht weiter ausfiihren.

T8 (%)) = T (x)

12.2 Noethertheorem in der Elektrodynamik

In der Elektrodynamik sind die Felder die Eichpotentiale A*. Als Vektoren transformieren sie wie
unter Raum-Zeit-transformationen wie infinitesimale Raum-zeitliche Abstande.

! /u
dx* = Ox dx”
oxv Xo.6
Deshalb gilt
’ / 6X/“
AR oy AV (x&
() = G| A
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Die Transformation ist also

w
wras ey = 20
oxY Xoe
sodass
OWH o o ., AxH
_ 9 B(x® A = AV, 12.12
Oe Oe ax"X (7€) o Oe ( )

Wir bestimmen nun die Noetherstromdichte gemal Gl. 12.2 auf S. 165, indem wir die La-
grange Funktion £, Gl. 11.5 auf S. 151, des Pfadanteils der Wirkung der Elektrodynamik und die
entsprechende Lagrange Dichte £, Gl. 11.6, des Feldanteils einsetzen. Zunachst beriicksichtigen wir
den Term ag\gu aus Gl. 12.12.

or . or \ ax"
ey Sz [y (|2 2550 oo, 4 e 00 ) 2
—~
oL  0A% ax" oL ox”
oo T T I [
v feen, 8(8MA5)8X"} oe |, 8@ e |,
T

(12.13)

Dabei ist p* der Impuls der Teilchen und T“* der Energie-Impuls Tensor des Feldanteils.

Impuls der Teilchen

Zunachst bestimmen wir den mechanischen Impuls p,, in Gl. 12.13 aus GI. 11.5,

G [AudE o dv
L= =moe\[ G o qA“(y)dt

als
6. 125 1 oL .s oL
v == - £77_5 gou U
oy Oy
6. 115 1 dy, dy* dy* Vs 5| o
=" —— | —mgcC —— —qgA,—— —MyC——=—— — gA
o Jt dt q“dt o T & ans |y | 9 v
dt dt
=0
— | —mgc Y —gA,
dya dy®
dt dt
mgcC mg .
= Yo+ qA, = ———y, + dA,
dya dy* 1_E
dt dt \/ c?
——
M(7)

Energie und Impuls eines geladenen Teilchens

Die Energie eines Teilchens in einem elektromagnetischen Feld ist also

Gl. 12.6
E =

~Gl. 126
p =

pPc = M(V)c? + g
M(V)V + gA
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Die Energie als Funktion des Impulses ist gerade die Hamiltonfunktion*. Die Hamiltonfunktion

eines Teilchens ist, °
RELATIVISTISCHE HAMILTONFUNKTION EINES TEILCHENS IM E.M. FELD

(12.14)

H(p,F)=E = \/mgc4 + (P — qA)2c? + qd

Diesen Ausdruck erhalt man aus der relativistischen Dispersionsrelation einfach durch Ersetzen von
E — E—qcdund p— p— gA. Dies ist ein allgemeines prinzip, welches das Prinzip der minimalen

Kopplung genannt wird.
Im nichtrelativistischen Grenzfall erhalt man die Hamiltonfunktion eines nichtrelativistischen Teilchens

nachdem man die Ruheenergie myc? abgezogen hat.
NICHTRELATIVISTISCHE HAMILTONFUNKTION EINES TEILCHENS IM E.-M. FELD

Man kann diese Gleichung auch mit dem Prinzip der minimalen Kopplung auch direkt aus der nichtrel-

ativistischen Hamiltonfunktion ohne Felder ableiten.

Energie-lmpuls Tensor des Feldes
Als nachstes bestimmen wir den Energie-Impuls Tensor T#,, des Feldes in Gl. 12.13 aus der Lagrange-

Dichte E, G| 11.6, der Felder
G 1

—

l
4o

als
B¢ BAd

TH — _pgt 4 I
9% ¥ 58, %) ax

1 1
= —FapF*Pg*, — —F*5(8,A
2y e o 5(0,A%)
1|1 1
= % [4,_—@6/:&,69#” - F“éFué] - %F‘Lé(aéAu)
4siehe ®SX:Klassische Mechanik
5
e oE_ MoV N <17\7j> p—qA 2_12
pman= 17% c? moc e
C
=2 S 2 = H L2
= 1—<—v> p=aA —1- 2 = :(1—\/—) 1+ p—aA
c? moc c? c? moc
R N 2
= M(V)c? = Mo¢ — = moc?y| 1+ (p; ZA> = \/moc4 + (pf qA)2 c?
72 0
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Noetherstrom der Elektrodynamik

SchlieBlich kiimmern wir uns um den letzten Term von GI. 12.13

16/ axV 1 axV
A% = ——F*,A%,
3(3,A) " Be | _y mo e |,
Nun fassen wir die Resultate zum Noetherstrom zusammen indem wir sie wieder in Gl. 12.13
einsetzen.
NOETHERSTROMDICHTE DER ELEKTRODYNAMIK
o« moc . XV
M= [ dyo(x* —y*) | ———J, + A | c ——
\/@ ¢ |—o
dt dt
1 (1 0
-2 [Braren, - rors] - L] &
Ko 4 e=0
5 axV
f—F“ AdBy —— (12.15)
Ho 6 e=0

12.2.1 Herstellen der Eichinvarianz

Hier erkennen wir ein Problem: Der Noetherstrom ist in dieser Form nicht eichinvariant und kann daher
nicht durch die physikalische GroBen, namlich die elektrischen und magnetischen Felder ausgedriickt
werden. Das Problem resultiert daraus, dass die Wirkung selbst nicht eichinvariant ist. Man kann
das Problem aber reparieren, indem man einen divergenzfreien Vektor abzieht, der ja wieder einer

Erhaltungsgrolse entspricht.
Betrachten wir dazu die Terme J* in Gl. 12.15, die nicht eichinvariant sind

v

_ ox
b B §(x® — y*)gc A, ——
J /dy O(x* —y*)gc A, 2%

ju

e=0

ax'
Oe

ax'"
Oe

F’“‘ vA° 95

e=0

e=0

1
+ — F“g(@éA,,)
2%]

Die Viererstromdichte eines geladenen Teilchens wurde in Gl. 11.16 auf S. 160 bestimmt. Da die
Noetherstromdichte fiir die physikalischen Pfade ausgewertet werden muss, knnen wir die Maxwell-
gleichungen 9, F*" = /¥ verwenden. Aulerdem verwenden wir die Antisymmetrie des Feldstar-

ketensors.
_ Fo) 'y u Fo) 'y
pol = (@F*) A | (A | Pl O
— € le=0 e=0 € Je=0
—Mos*
‘v
— o [F“(;A } — F#5A,0° ax a0 %
Oe
e=0 e=0 =0
'y
— 80 |FH5A, F“(;A + P A 80 X (12.16)
Oe
e=0 e=0

c

Der erste Term, B, kann von Noetherstrom abgezogen werden, da seine Divergenz aufgrund der
Antisymmetrie des Feldstarketensors verschwindet. Ein Vektor, dessen Divergenz verschwindet, ist
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selber eine ErhaltungsgroBe. Wir erhalten also wieder eine Erhaltungsgrolbe, wenn wir einen Term
dieser Art zur Noetherstromdichte addieren oder von ihr subtrahieren.
£=O:|

ax"v
5—0:|

Oe
Im ersten Schritt benennen wir nur die Indizes um. Da beide in Summen auftreten, ist ihre Bezeich-
nung irrelevant. Im ndchsten Schritt vertauschen wir die beiden Ableitungen 858, = 9,05, und wir
vertauschen die Indizes des Feldstirketensors mit Hilfe seiner Antisymmetrieeigenschaft FO% = — FH0,

!

ox”
Oe

0, s [F“‘SAU

} H20 950, [FWAU

e=0

B
axV

Oe

= 0,0 [—F“‘SAU

Den zweiten Term C in Gl. 12.16 konnen wir nur fiir Lorentztransformationen wegdiskutierem.
Lorentztransformationan haben die Form

xH(x*, ) = N, (e)x” +ect
Dabei ist c* ein beliebiger Verschiebungsvektor und A*Y erfiillt die Gleichung GI. 10.15 von S. 143,
/\uag/.w/\uﬁ =Jdap

welche die Lorentztransformationen definiert. Aus der Bedingung fiir die Lorentztransformation folgt
eine Beziehung, die wir im folgenden bendtigen werden, namlich

ONH N
S G + Ny~ P =0
Bei € = 0 soll die Transformation die Identitat sein, d.h. A*,(¢ =0) = g*,. Damit erhalten wir
ON*,, y u ONg
v —— =0
88 o g;wg B +g agu 06 o
O, N ONg| 0
Oe e=0 O e=0
Nun bilden wir die € Ableitung der Transformation
ox'H A W ONH, |, 0N
e T e LT e 97T Tae
9%
Daraus folgt sofort, dass der Audsruck C in Gl. 12.16
ox"V
W = 0
(FHsA, — F*,A5)0° S _

flir Lorentz-Transformationen verschwindet: Der Term in der Klammer ist symmetrisch bei Ver-
tauschung von § und v, wahren die Ableitung antisymmetrisch ist, wenn es sich um eine Lorentz-
transformation handelt.

Eichinvarianter Noetherstrom

Solange wir uns auf die Lorentztransformationen beschranken, konnen wir den Noetherstrom eichin-
variant darstellen

- mec® . Ox"
S — = —/dy“ o(x* —y®) 0 Y
[dya dve™ " O€ |
dt dt

11 ax'"
- |:4Fa,ﬁFa’ﬁguu - F“éFu6:| X

12.17
%) ( )

e=0
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Eichinvarianter Impuls

Wichtig ist zu beachten dass wir in dieser eichinvarianten Form nicht den kanonischen Impuls, den wir
aus der nicht eichinvarianten Wirkung erhalten haben verwenden, sondern den eichinvarianten Impuls,

der identisch zum kinetischen Impuls ist.
EICHINVARIANTER VIERERIMPULS

C .
ph— Pt = (12.18)
[ dYa dy®
dt dt

Der eichinvariante Viererimpuls ist mit dem kinetischen Impuls identisch, unterscheidet sich aber von

kanonischen Impuls.

Eichinvarianter Energie-lmpulstensor

Der eichinvariante Energie-Impulstensor des Feldes ist
EICHINVARIANTER ENERGIE-IMPULSTENSOR

- 1|1
THY _THY — Z/_—aﬁ/_—aﬁguu o ,:uél:ué

Ko

Im Folgenden werden wir die Komponenten durch die elektrischen und magnetischen Felder aus-
driicken. Dazu benotigen wir einige Nebenrechnungen, die wir hier ausfiihren.

0 —Ex/c—Ey/c—-E;/c 0 E./cE,/JcE,/c

Frv — EX/C 0 782 By =T EX/C 0 Bz *By
E,/Jc B, 0 —B Y E,Jc =B, 0 By

E,/Jc -B, B 0 E,/jc B, —Bx 0

Fiir den ersten Term werden die beiden Tensoren zeilenweise multipliziert

,_—o,w/_—oy _ _ég2

FOYFL, = —%(Esz —E:By) = —%(E x B)x
FI7FO, = —%(BzEy — ByE;) = —%(E x B)x
FLFL, = éEf ~-B2-B2= éEE +B; - B

1
FIYF2, = ExEy+ BBy

Die Spur F,, F* ergibt

FusF* = —2E2/c® 4 2B°

Damit erhalten wir den eichinvarianten Energie-Impulstensor.
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EICHINVARIANTER ENERGIE-IMPULSTENSOR

Der eichinvariente Energie-Impuls Tensor der elektromagnetischen Felder ist

g _rap _ (SED+31BA LE S fi
Feia ~ Tres =\ " 5B 1EBL-Ew D+ 1BH1-Bwh

und der eichinvariante Energie-Impulstensor der Teilchen ist

_ 1 v
Tl = T8 S22 [aysc -y (o2 - 57

mech

2

Gl. 12.18 5(F — 7(£))M(7) (5\7 cv )

12.2.2 Erhaltungssitze

Damit erhalten wir die Erhaltungssatze beziiglich der Lorentztransformationen

Gl. 12.1

8, J*(x%) 0

6 v
G129 ge Tk (x®)

a v
[Gemeen)] =

wobei

Wy _ T WY U
T - 7—m ch + TFeld T

e

Energieerhaltungssatz

Damit konnen wir den freien Feldern die Energie und den Impuls zuordnen. Die Energie ist die
ax'°

Erhaltungsgrole welche aus der Zeittranslationssymmetrie folgt. Wir setzen also %~ = 1 und fur
Jj#0, % = 0. Dies fiihrt auf den Erhaltungssatz
8T =0
Die Energie ist T, also
1 -~ -
Ereld = /d3r§(ED + BH) (12.19)

Die eichinvariante Gesamtenergie des Systems ist damit

Die eichinvariante Energie kann nicht verwendet werden, um die Hamiltonfunktion aufzustellen.

Betrachten wir nur einen endlichen Raumbereich, so kann Energie durch den Rand des Bereichs
verloren gehen oder hinzugewonnen werden. Der Energiestrom, die Energie, welche pro Zeiteinheit
durch eine Flache A flielt, ist

dEFeid

T: :/AdA S(r,t)
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wobei die Energieflussdichte S durch den Poynting Vektor gegeben ist
Definition 12.6 POYNTING VEKTOR

Wy
I
my
X
I

(12.20)

Den Energieerhaltungssatz differentiellen Energieerhaltungssatz kann man auch wie folgt darstellen:

ENERGIEERHALTUNGSSATZ DES E-M. FELDES

d (14
— | zED
i (360

;éﬁ) +9 (Ex ) = JE (12.21)
Der erste Term beschreibt die Anderung der Energiedichte des Feldes. Der zweite Term beschreibt
die Divergenz der Energiestromdichte, also den Anteil der Energieanderung dadurch, dass Energie
aus der Region abflieBt, ohne die Energie des Feldes global zu beeinflussen. Der letzte Term, der
Quellenterm, beschreibt die Energie, welche dem Feld von den Teilchen zugefiihrt wird. 7 ist die
Stromdichte der Teilchen. Wenn die Teilchen Arbeit verrichten, werden diese verlangsamt. Es gilt
also

d

— Gl. 11.12 ==
dtM(V)C2 =" JE

Der Energieerhaltungssatz entspricht 8,T%# = 0. Allerdings haben wir den Erhaltungssatz in
einen Satz fir die Energie und einen fiir Teilchen aufgeteilt. In Gl. 12.21 ist nur der Feldanteil
beriicksichtigt. Die Energie des Feldes ist daher nicht erhalten, da Energie aus dem mechanischen
System eingetragen werden kann. Dies beschreibt der Quellenterm. Ahnlich kann man einen En-
ergieerhaltungssatz des mechanischen Systems aufstellen.

8: (8(F — y(t))M(V)c?) + V (8(F — y(t))M(V)c*V) = JE

Der Quellenterm beschreibt wiederum den Energieeintrag in das mechanische System aus dem Feld.
Wenn wir diese Gleichung zu Gl. 12.21 addieren erhalten wir den gesamten Energieerhaltungssatz fiir
Felder und Teilchen. Die Quellenterme heben sich dann weg.

Integrieren wir den Energieerhaltungssatz der Teilchen iiber das gesamte Volumen, erhalten wir
O:M(V)c? = qVE
Impulserhaltungssatz

Den Impulserhaltungssatz erhdlt man als Folge der Raumtranslationssymmetrie. Der Impuls kann
durch den Poyntingvektor ausgedriickt werden

_ oL 1 -
Prelg = /d3rD x B = /d3r§S
Der Gesamtimpuls des Systems aus Teilchen und Feldern ist
- L N
Pges = M(V)V+ | d°r gs
Genau wie die Energie kann Impuls aus einem endlichen Raumbereich heraus oder hineintrans-

portiert werden. Die Impulsstromdichte des Feldes ist durch den Maxwellschen Spannungstensor
gegeben.
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Definition 12.7 MAXWELLSCHER SPANNUNGSTENSOR

T=E®D-

BH1 (12.22)

In dem wir ohne Beweis zu den Erhaltungssitzen die Anderung der Energie und des Impulses der
Teilchen hinzufligen, erhalten wir

DIFFERENTIELLER IMPULSERHALTUNGSSATZ DES E.-M. FELDES

|
—

d(Dxé)w(D@E_EDHé@ﬁ_

BH1
. )

N
N =

:_[pﬁ+jx§]

Der Quellenterm ist, bis auf das Vorzeichen, die Lorentzkraft. Kraft ist die Anderung des Impulses.
Obwohl dabei im allgemeinen der kanonische Impuls beriicksichtigt werden muss, ist hier eichinvariante
Impuls zu nehmen, da wir auch den eichinvariant Impuls des Feldes beriicksichtigen.

Drehimpulserhaltungssatz (Heimstudium)

!
Der Drehimpulserhaltungssatz kann ganz analog aus dem Erhaltungssatz &L%T"“ = 0 gewonnen
werden, indem wir als Transformation eine Raumdrehung ansetzen.

(%)= (o) ()

12.3 Herleitung des Noethertheorems (Heimstudium)

wobei U(e) eine unitare Matrix ist.

12.4 Beweisidee

Editor: Die Beweisidee ist nicht fertig! Hier werden wir die Prinzipien des Beweises anhand eines
einfachen zweidimensionalen Problems darstellen.

Das Prinzip ist es die Anderung der Wirkung unter einer Symmetrietransformation als Ober-
flachenintegral darzustellen. Wahlt man den Bereich als ein Zeitintervall und den unendlichen Raum,
dann fallt das Oberflachenintegral weg. Es verbleiben zwei Raumintegrale, eins zur Anfangs und
eines zur Endzeit des Zeitintervalls. Da sich die Wirkung unter einer Symmetrietransformation nicht
andert. Sind diese Raumintegrale (entgegengesetzt) identisch. Die GroRe, welche das Raumintegral
bildet, ist demnach zu beiden Zeiten identisch und daher eine Erhaltungsgroie.

Editor: Vorsicht mit der Definition der Transformation!

Wir stellen die Wirkung als Integral liber eine zweidimensionale Flache dar.
S= / d’xK(d, Vo, X)
Q

Nun transformieren wir die Wirkung unter einer Koordinatentransformation. Dabei erhalten wir den
transformierten Bereich Q’. Die bereiche kénnen wie folgt aus den in der Abbildung gezeigten bere-
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ichen zusammengesetzt werden.

Q=0+
Q=0+

5’75:/ d2x’K(¢’,ﬁ’¢’,x’)—/ d’xK(®, Vo, X)
/ Q

:/ d’xK(®, Vo, X)
1931
+/ d’x [K(, VP, %) — K(¢', V', )]
Qo

+/ d’x [—K(®', V', x)]
Q3

12.5 Einleitung zum Beweis

Das Noethertheorem geht von einer beliebigen kontinuierlichen Transformation aus. Die Transfor-
mation hangt also von einem kontinuierlichen Parameter — wir nennen ihn € — ab.
Ist die Transformation eine Symmetrietransformtion des Systems, dann ist die Wirkung invariant
beziiglich der Transformation. Es gilt also
ds’

de

Wir wahlen nun einen Raum-Zeit Bereich 2 der aus einem Raumbereich V' und einem Zeitinter-
vall [t1, to] besteht. Die Ableitung % lasst sich auf wundersame Weise in ein Oberflachenintegral
des Raum-Zeitbereichs, bzw. des Zeitintervalls und weitere Terme umwandeln, die verschwinden,
wenn die Euler-Lagrange Gleichungen erfiillt sind. Das Oberflachenintegral verschwindet also fiir
die physikalischen Pfade und Felder. Dies setzt eine GroBe am Anfang des Zeitintervalls mit einer
GroRBe am Ende des Intervalls und einem Fluss durch den Rand des Raumbereichs in Beziehung,
woraus wir die Erhaltungsgrée ermitteln. Werten wir das Resultat bei € = 0 aus, dann hangt die
ErhaltungsgroBe von den untransformierten Pfaden und Feldern ab.

Das bedeutet, dass wir

ds’
de

=0
e=0

fiir die physikalischen Pfade und Felder bestimmen miissen.

Im Folgenden leiten wir das Noethertheorem fiir eine Wirkung in der folgenden Form aus Gl. 11.4
ab:

°= / at L (1), 57(0). 9, (1) + / A x B(i(x*), 05Pi (x%), x°)

S1 S

Wir nennen den ersten Teil S; den Pfadanteil und S, den Feldanteil. In der Ableitung werden wir die
beiden Terme zunachst getrennt behandeln, und das Resultat am Ende zusammenfiigen.

12.5.1 ¢-Ableitung des Pfadanteils der Wirkung

Das Noethertheorem fiir Teilchen wurde bereits in ®SX: Klassische Mechanik abgeleitet. Hier kommt
aber noch eine Schwierigkeit hinzu, da die Eichpotentiale durch den Kopplungsterm explizit in die
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Wirkung fiir die Teilchen eingehen. Deshalb gehen wir hier nochmals durch die Ableitung, aber nun

in ko- und kontravarianter Schreibweise.
Im ersten Schritt wechseln wir die Integrationsvariable von der Zeit t auf eine abstrakte GroRe

s(t), welche, im Gegensatz von der Zeit, nicht von & abhiangt.®

si= [ at e, 2L 00w

-1
~ [as %t <y“<s>,dy:,;(‘°‘) (%) ,q>,-(y“<s)>>

0 o\ 1
~ sl (yws),dy;(s) (%) ,¢,-<y“(s>))

Jetzt transformieren wir die Wirkung, indem wir alle dynamischen Variablen, d.h. y*(s) und
®;(x*), durch die entsprechenden transformierten GroRen ersetzen.

1=

’ ’ ’ _1
1dy®° . dy*(s) (1dy® ,
1 -2y w -7 / a
si= [as 2 0r 9. L0 (200) L 000
Wi(®;(y*(s)).y*(s).€)

Die transformierten Felder haben an der Position x* die Werte ®/(x*, €). Die transformierten Felder
auf dem transformierten Pfad erhalten wir also als ®(y'#(s), €), indem wir den transformierten Pfad
einsetzen.

SchlieBlich bilden wir die e-Ableitung der transformierten Wirkung S7. AnschlieBend ersetzen
wir s(t), die ja eine beliebige monotone Funktion von t’ war, durch die untransformierte Zeit, d.h.

0 .
%%. Es gilt also

SWir nutzen, dass t(s) = 1y%(s) und daher 9 =

dt 1 dy°
dt = ds &t — qs= 9
ds c ds

dy* dy*ds dy* (dt\"'  dy* (1dy°
dt  ds dt ds \ds " ds \c ds

Beachte, dass y#(s) und y*(t) unterschiedliche Funktionen ihrer Argumente sind. Eigentlich mussten wir fiir y#(s) ein

neues Symbol y“(s)d:efy“(t(s)) einfithren. Da aber y*(s) und y*(t) dieselbe physikalische GroRe, ndmlich den Pfad,
beschreiben, verwenden wir dasselbe Symbol. Man unterscheidet die beiden Funktionen anhand ihres Arguments, d.h.

s oder t.



12 NOETHERTHEOREM 183

’

s(t) = t und nutzen dass 192 = 1. Beachte dabei, dass y'#(s(t)) = y'#(t) = x*(y*(t), £).

c dt
dS’ dy’® 1dy°oL [ d ,
ds —_— —— | — yH
de o ds c ds Oy* | de|__,

yﬁ% a e (10
c ds py Ele—g ds c ds
1dy° oL | d o

+EIZ@¢, {ds o O 5)}}

s(t)deft /'O oL d w
/dt{ [ ‘ } oy :oy
%,_/
B
oL | d dy“(t) 1dy°\ "
ay" | del_y dt c dt
C
oL [ d| ., i
+Za¢,~ L/e il (t),e)}} (12.23)
D
Beachte hierbei den Unterschied zwischen % = % © dt{;(tt) und Z{,. Im obigen Ausdruck haben
t'(t

die Lagrange Funktion und ihre Ableitungen die Argumente von
£ (y4(0). 90, 90 (1)))

Im folgenden werden wir die Ausdriicke A— D in Gl. 12.23 einzeln auswerten, bevor wir sie wieder
einsetzen. Dabei verwenden wir die Form des transformierten Pfades

yH() = x (v (1) )

dy'u(t) GX/“(XOC' 8) dyu » » o
= [ — t
dt R T y O,xH(y(t), )
um die e-Ableitungen zu bilden
21 =] Xm0 = (12.24)
de e=0 de £=0 Oe ya(t),e=0
d dy/l‘ d d oo d dy” )
— - _ t), - A, x M (v (t '
de|._o dt  de|,_,dt " 0(8).€) de | _, dt &~ (v*(t). )
v 0 w d O o
=", %~ y (12.25)
0¢ |yaqyero 9t 0 |ya(eyeco

Im Folgenden werden wir die Argumente der e-Ableitungen von x* weglassen. Dies kann nicht mehr
zu Missverstandnissen fiihren, da es offensichtlich ist, dass der Wert entlang dem untransformierten
Pfad y*(t) und bei € = 0 ausgewertet wird.

Nach dieser Vorbereitung wenden wir uns den Termen A — D in Gl. 12.23 zu.
o Term A:

5 Gl 1223 d dy® 61 1205 d 0x°
- de|._, dt  dt B
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e Term B:

d
g O 1223

de

,
1 Gl 12.24 OX ¥
y 1
e=0 Oe

e Term C:

Gl. 1223 d dy* [(1dy° -
e A
de|._, dt \c dt

A\ (LT dyt (1dy\ T
B de|._, dt c dt dt \c dt
N———’

=1
6l 1225 (d OX*\  .ul(dox°
B dt Oe Yo\ dt e

Ol

q
de| _

e Term D:
Gl. 1223 d , d ow;
D7 =" —| oy *(t = — Wi(®(y*(s)), y¥(s),e) =
g2 | 2008 = G| WHOUA(9). (). 8) =
Wir setzen die Terme A — D in die e-Ableitung der Wirkung Gl. 12.23 ein
ds; 1 .[dox®] oL [ox*
de E_O—/dt{cﬁ [dt@s] T aye [ag }
— N——
A B
(DL [(S0Y gl (dOX7N] o OL o)y
o [\dt ae ) Y ¢ \at e _ 3d; | B¢
! ——
c

D
Nun fiihren wir eine partielle Integration durch, um die Zeitableitung von der e-Ableitung der Trans-
formation abzuwalzen.

IG| _ [ar S{LO 0L 0% O Oxky
de |._o dtlc” B¢ aj/“y c 0e gy Oe
A c
ox°%1 d x%°1d (3L .u ox't d oL
+/dt ——a Lt (.J/ ) T AL i AR
{ Oe cdt Oe cdt \ap* Oe dtay“}
A

C

- 0d; 0e  Oy* Oe
-~ ——

e B
Wir betrachten jetzt die Zeitableitung der beiden ersten Terme in der mittleren Zeile
d OL .u\ _ OL.u OL.. 0L d o d 0L\ .u  OL ..p
dt (‘C_ PV ) o’ T Tas atV () (dtaj/‘) EYad
L d oL oL "
~[a o+ om el

Der Term in der eckigen Klammer verschwindet, wenn die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt sind,
was spater wichtig sein wird. Der letzte Term der obigen Gleichung kann dhnlich mit dem Term B
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kombiniert werden. Wir stellen den ersten Term noch ein wenig um, wobei wir die Identitat fiir einen
beliebigen Vektor c® = ¢°,c” verwenden.

ds; / d (1[ a/:.u] . a£>6x’u
= [ar (< |e- 2o | Pt —r ) o
de |, aitlc a7 19T 5 5 |
==Pu
ox* ox%1..[ L doL oL
v Jor {5 -5 o~ aroy 200
ELG
oL (OW, Bx*
+/dt Zaq)_{ . —gaucb} (12.26)

X

Dieses Zwischenresultat muss noch mit dem Beitrag des zweiten Teils der Wirkung kombiniert werden.

12.5.2 ¢-Ableitung des Feldanteils der Wirkung

Wir bestimmen nun die e-Ableitung des Feld-Anteils der transformierten Wirkung
Sy = Sy[PH(x"), 8, P}(x), x"]

Bei der e-Ableitung der Wirkung S ist zu beachten, dass bei der Transformation auch das In-
tegrationsvolumen  transformiert wird. Wir fiihren also zunachst eine Koordinatentransformation
durch, damit die Integration iiber das untransformierte Volumen 2 anstelle dem transformierten Vol-
umen €’ ausgefiihrt werden kann. AnschlieBend verwenden wir die Produkt und Kettenregel, um die
e-Ableitung auszufiihren. Dabei beachten wir dass die Jakobi determinante bei € = 0 gerade eins
ergibt, da gefordert wurde, dass die Abbildung fiir € = 0 gerade die Identitat ist.

ds)
de

d 1

Ie E/ d*X L(DUX?), BLDI(xY), x
e=0 /

/M ,
d 1/ d*x {det {ax }Z(@(XO‘(XB)),SL
Q oxv

%l <
1o, d X' o d
_C/de{edgg_odet[é‘x”] ,EE

A B
a0 d ! N\ o d
*Z 85(6,%,) de|,_, (au ) e ,.) "o de

C D

!

)

e=0

%260}

x'a(xB).e

(X% (x7))
e=0

X/“(XB)} (12.27)

e=0

In der letzten Zeile sind die Argumente der Lagrange Funktion und lhrer Ableitungen gerade die
untransformierten Felder, deren untransformierte Ableitungen und die untransformierten Koordinaten.

Im Folgenden werden wir die einzelnen e-Ableitungen bestimmen.
e Term A: Wir beginnen mit ein paar vorbereitenden Bemerkungen fiir die unten folgende
Ableitung.

Wir driicken zunachst die Determinante durch den Levi-Civita Tensor €45~ aus. Es gilt
Editor: Check if there is a difference if the indices 0,1,2,3 are co or contravariant!!!,
Below we use a mixed co and contravariant tensor.

det[A*] = €q,p,y,A%CAP L AT AD3
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Der Levi-Civita Tensor hat den Wert €123 = 1 und wechselt sein Vorzeichen mit jeder Ver-
tauschung von zwei Indizes. Sind zwei Indizes identisch, verschwindet das Element des Levi-
Civita Tensors. Wir verwenden dariiber hinaus, dass fiir e =0

ax'/ax” °=° axk /ax” = g~

Der metrische Tensor mit einem kovarianten und einem kontravarianten Index entspricht aber
gerade der Einheitsmatrix. Damit konnen wir die Summe iiber die Indizes gemal dem Beispiel

€a,.769°19°29°3 = €a123 = 6a0
kontrahieren.
Nach diesen Vorbemerkungen werten wir den Term A aus:

"
Ae Ll get FX ]
de|._ ox¥
_d 8x'* 8x'P §x GL"S
T de|,_, P 0x0 BxT Ox2 B3
d ax@ d xP
= _ B8 v 0 a o
Ea,ﬁ,w,5{<d€ Y 6X0>g 19293+ 970 (ds ., )9 29’3
d ox d ox’0
a (B -~ 0 a B Y . -
+9 091 (ds g:OaX2)g 3t 9097192 (ds Y 8X3)}
4] (a0 o o aw
Cdef_o L Ox0 T axl T ax2 0 ox3
d / X'
_ 4 b
Je e:oaux =0, — PR
e Term B:
d d ow;
B=— (X - Wi(d;, x", ) = i
de o /(X (X)) de o ( J X E) 68 o
e Term C:
D)(x¥(x", €),£) = Wi(P;(x"), x" €)
d| [do
€= de =0 _dX,/’L:|
_d [dd! OxV(x7)
 de|_y Ldx¥ OxH
d [/ d N v XY
" el _<d W) 35
d Z oW, 00, W, | ox¥
- del,_, od; 8XU dx, | Ox*

Z 82W, 0P; N oW, 6x” Z oW, 0, GW,- d
0e0P; 0x,  Oedx, GX’“ 0%; 8X,, ox, | de

B W, od; L oW, GX’/ Z oW, 0%; 8\/\/,‘ d
o 0edP; Ox¥  Oedx 6X’“ od; 8X,, dx, | de

9"
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Hier verwenden wir

Ax¥ Ax _ox¥

OxY Oxk  Oxk = 9%
N d x’ Ax ([ d AxY\ B8x™ oxY d Ax
de|._o \OXV Oxt ) \de|._o Ox7) Ox# | _, OX7V|._, \ de|,_, OxH
9 9"y
B i oxY n i axV _0
©de|_o OX* T de|_, Ox*
i ox” B i axV
de|._o OX*  de|,_, Ox~
axVv
= —8 _—
g O¢ e=0
Damit erhalten wir
W, oad; . axv
=% %% o B |,
d

dxH

e Term D:

d

de

!

B Ax'H
Bt

"

e=0 e=0

Diese Resultate konnen wir jetzt in Gl. 12.27 einsetzen. Damit erhalten wir

dsh 1 ox'# oL oW,
de E_O_C/Q {ea Oe ’ +,a¢,- O |,
%,_/ ! —_——
A B
W, ;. oxv B BOxH
+Z a(a cD p) (ue 2o "o O o 5=o> * oxr e E:O}
Cl c2 D

Nun walzen wir die Raumableitungen von der Transformation ab.

dS) _ 1 4 " oL  0b;1 OxV oL AW,
ok [e‘gf_z,-: 3007 | 0 |,y " 250,87 ¢ )
€2 c1
Cc2 D
/ A P —— Py
L[ 4 0OxV —_ oc odb;1 o
+ c/Qd x 2 {—au[llg U—Za(auq)i) 8x”} + axv}
E
oL oL
4 [
e GO 6<D,-}
E/—’ ~~—

C1 B
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Nun missen wir die Ableitungen der Terme A, C2 im Term E ausfiihren

:—a[égu Za( 6¢]+§é

D
C2
o4 ot
772}—@¢ Zkﬁmﬂ@%qfwu
A
o8 ae
+ (8“21_: 8(8MCD,-)> o Z a(a q> 3 O g
D
Co

oL
:_<j ®; Hza(acb))au(bl

Wir setzen das Resultat in die Ableitung der Wirkung ein. SchlieBlich erweitern wir den letzten Term,
sodass er den Euler-Lagrange Gleichungen entspricht, die verschwinden, wenn wir den physikalischen
Pfad einsetzen. Im allerletzen Term kontrahieren wir das Raum-Zeit-Integral mit Hilfe der -Funktion
zu einem Zeitintegral.

ow;

Oe }

ox'” ot
- /d“x@ ‘egu Z@(aq))ax'/} Oe +ZW

c2 C1

1 4 ow; ax" ot ot
U o] (5 - )
B . oL aP;1 Ox” o
= C/Qd Xau{{eg v Z 6(8ﬂ®/) 6XU:| 66 +Z a(@Mq)l)

A ! ,

c2 C1

ds)
de

e=0 e=0

oW,
5 |

e=0

!

1 4 ow;, oxVY
+E/de l - Oe Oe
o o o oL

><< : o, “28(8 &) /dtcé(x —y (t))&‘%)

ELG
oW,  ax" oL
7/dt [XI: e  Oe 0,®i

yo(t),=0 OPilya(e), % (61,40 (v (2))

(12.28)

X

12.5.3 Beides zusammen...

Nun haben wir die e-Ableitung der Wirkung in der endgiiltigen Form. Wir bringen die beiden Beitradge,
den Pfadanteil aus Gl. 12.26 und den Feldanteil aus Gl. 12.28, zusammen

_as| | ds
de |, de

iS
de |,

e=0

und werten den Ausdruck fir die physikalischen Teilchenbahnen und Felder, welche die Euler-Lagrange
Gleichungen erfiillen, aus. Dadurch fallen die mit ELG gekennzeichneten Beitrage heraus. Zwei
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weitere Terme, durch X gekennzeichnet heben sich gegenseitig in den von S; und S, herriihrenden
Beitragen weg. Es verbleiben

ds to d 1 6£ .l 0 6‘6 GX,“
gelo [ ol Gl g ) o)
A1)
l 4 uo az % aX/U
+C/Qd Xaﬂ{[eg v Za(auq),) 8X”:| Be o
o0 oWy
+ZW 5 ) =0 (12.29)

Das Resultat verschwindet, wenn die Transformation x’“(x"‘,e), Wi(®j, x*, €) eine Symmetrietrans-
formation des Systems ist.

Nun wollen wir den den ersten Term von Gl. 12.29 in ein Integral iber das Raum-Zeit Volumen
umwandeln, damit alles durch ein Raum-Zeitintegral schreiben konnen. Der erste Term hat die
Struktur

/ dt—— A(t)—/d4 / dt 6(x — y(8) 7 A(t)

t1

B
= [t [at | 560 =y enaw) - A0 56 -y (0]
/Qd‘*x HG ya(r))A(t)K:

=0

/d4 / dt A(t) (8,0(x* — y*(1))) (—%)
/d4xa ( / dt §(x* — "‘(t))A(t)C;y:>

Damit kann man die e-Ableitung der Wirkung am physikalischen Pfad auf die folgende Form
bringen.

iS
de

1
== [ d*x8,0#=0 (12.30)
C Jo H
e=0

mit der Noetherstromdichte

+oo ‘v

S / dt §(x* — y*(t)) y* E—%y @, + a.cu i
—o0 ay oy Oe

o0  0d;1 Ox

[49 v Z 8(8,%;) } e

Dies ist das gesuchte Resultat der Herleitung des Noethertheorems.

(12.31)

+
o = 0(0,0)) Oe

Wir rekapitulieren nochmals die Schritte in der Ableitung des Noethertheorems

1. Die transformierte Wirkung wird nach € abgeleitet. Per Kettenregel werden die e-Ableitungen
bis zur Transformation x'(x, €) bzw. W;(®, x, €) durchgeleitet.

2. Die Gleichungen werden vereinfacht, indem wir € = 0 setzen.

3. Die Zeitableitungen, bzw der Raum-Zeit Gradient wird mit Hilfe der Produktregel von den
Transformationen abgewalzt.
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4. Die Terme, die nicht Integrale totaler Zeitableitungen, bzw. Raum-Zeit-Integrale einer Raum-
Zeit Divergenz sind, werden so geordnet, dass sie Terme enthalten, die verschwinden, wenn die
Euler-Lagrange Gleichungen erfiillt sind.

5. Die verbleibenden Terme werden mittels Gaul-Theorem, bzw. Integration auf die Oberflache
des Raum-Zeit Bereichs Q2 abgebildet.

6. Wir wahlen einen Raum-Zeit-Bereich, der aus dem ganzen Raum und einem beliebigen Zeitinter-
vall gebildet wird. Da der Unterschied der Oberflachenterme an den Grenzen des Zeitintervalls
verschwindet, ist das Raumintegral unabhangig von der Zeit.

12.6 Ein weiterer Beweis fiir das Noethertheorem

Editor: Momentan nur fiir Felder. Erster Duchgang. Kontrollieren!

Da das Noethertheorem nicht ganz trivial ist, wollen wir uns nicht zusatzlich mit der kovarianten
Schreibweise belasten, und arbeiten in der regularen Vektorschreibweise. Zusatzlich beschranken wir
uns zunachst ausschlielich auf Felder, um den Beweis nicht zu tiberfrachten.

Im folgenden definieren wir die Wirkung fiir Felder, welche die Grundlage fiir den Beweis liefert.
Dabei unterscheiden wir zunachst nicht zwischen Raum- und Zeitkoordinaten, um die Ausdriicke ein-
fach zu halten. AnschlieBend bestimmen wir die Euler-Lagrange Gleichungen fiir diese Wirkung. Diese
bendtigen wir im Lauf des Beweises. Dann legen wir die Notation fiir die Symmetrietransformationen
fest, bevor wir mit dem eigentlichen Beweis beginnen.

Im Beweis des Noethertheorems wird die Wirkung einer Symmetrietransformation unterworfen, die
von einem kontinuierlichen Parameter abhangt. Zum Beispiel ware bei einer Drehung der Drehwinkel
der entsprechende kontinuierliche Parameter. Da die Wirkung invariant ist, verschwindet der Aus-
druck fur die Ableitung der Wirkung nach dem Parameter der Transformation. Der Knackpunkt beim
Noethertheorem ist, dass der resultierende Ausdruck, wie in Abb. 12.6 dargestellt, in ein Oberflachen-
integral umgewandelt werden kann. Dies ist moglich, weil eine Anderung der Felder im Innern des
Bereichs die Wirkung aufgrund des Variationsprinzips unverandert 1aRt.

Abb. 12.1: Eine Transformation des Raumbereichs der Wirkung filhrt zu Randtermen 2 und 3,
welche zu einem Oberflachenintegral werden. Im Bereich 1 verschwindet die Variation der Wirkung
aufgrund des Wirkungsprinzips bis auf ein weiteres Oberflachenintegral. Das ist das Prinzip des
Noethertheorems, welches die Anderung der Wirkung unter einer Symmetrietransformation auf ein
reines Oberflachenintegral abbildet.

Nun betrachten wir einen Integrationsbereich fiir die Wirkung, der raumlich unendlich ausgedehnt
ist” und in der Zeit ein gegebenes Intervall abdeckt. Wenn der Integrand des Oberflichenintegrals

“Im Beweis betrachten wir den Bereich allerdings zunichst als endlich. Der Grenzfall kann im Anschluss an den
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im Unendlichen (bzgl. der Raumkoordinaten) verschwindet, dann tragen nur die verbleibenden Rau-
mintegral am Anfang und am Ende des Zeitintervalls bei. Daraus ergibt sich ein Ausdruck der zu
Beginn und am Ende des Intervalls identisch ist, also eine Erhaltungsgrofe.

ct ety

Die Wirkung

Wir beginnen mit einer Wirkung der Form
S[®i(P)] :/d“reg(r*)e(@,,%,i)
Der vierdimensionale Vektor " schlieBt Raum und Zeitkoordinaten ein. Die Wirkung wird fiir einen

vorgegebenen Raum-Zeit Bereich Q bestimmt, den wir liber die Stufenfunktion 6q beriicksichtigen.
Die Stufenfunktion hat in €2 den Wert 1 und verschwindet auBerhalb von 2. Das heisst

e fu reQ
QQ(_')df{ ur re

sonst

Euler Lagrange Gleichungen

Fir den Beweis werden wir spater noch die Euler Lagrange Gleichungen fiir die Felder bendtigen. Wir
leiten diese nochmals her, was uns mit der obigen Form der Wirkung etwas vertrauter macht.

Taylor /d4 Z
part/nt/d4 Z
+ [ d*r Yo % s,

-/Q Ek: : [Z 0(0kP)) (_)1
Gau 4 7 |98 _ o¢
B /erzi:&b,(?) 0%, zk:aka(akq’/)

ot .
+2k:fgg dAx lz DAL

=0 weil §$=0 auf o2

5¢( Zaaq))akacb(a

5q> (F) — 6, (r)Zakﬁ(aiD)

0S 0 ol
6b;i(7) 3¢i_2k:8k3(3k¢i)

Beweis vollzogen werden.
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Dir Forderung fiir die physikalischen Felder ist, dass die Variation der Wirkung verschwindet. Deshalb
erfiillen sie die Euler Lagrange Gleichungen

e oL
> zk:akm =0 (12.32)

Transformationsgleichungen

Nun betrachen wir eine kontinuierliche Transformation der Koordinaten und der Felder

F— (7 e)
®i(r) = @i(Fe)

Das transformierte Feld ®/(7, ) steht mit W; in der folgenden Beziehung.
PUA(F €),€) = Wi(Dk(F), T, €) (12.33)

Zusatzlich zu den Feldern missen wir auch die Stufenfunktion transformieren, da natiirlich auch
der Integrationsbereich €2 mittransformiert werden muss. Der transformierte Bereich ist Q' und
die transformierte Stufenfunktion bezeichnen wir mit 6o/ (7,€). Die e-Abhangigkeit des Bereichs
haben wir in die Argumentliste aufgenommen. Die transformierte Stufenfunktion ist durch die fol-
gende Beziehung mit der nicht-transformierten Stufenfunktion verkniipft, die, nicht iiberraschend,
eine starke Ahnlichkeit mit der Transformationsgleichung der Felder aufweist.

bc (r'(7, €), €) = 6a(7) (12.34)

Transformierte Wirkung

Die transformierte Wirkung erhalt man, indem man die transfomierten Felder und den transformierten
Integrationsbereich in die sonst unveranderte Wirkung einsetzt. Das bedeutet, dass die Lagrangedichte
als Funktion ihrer Argumente vor und nach der Transformation immer noch dieselbe Funktion ist. Es
werden aber die transformierten Felder eingesetzt.

S[0(x), €] = / o1 By (7, £) £ (91(7), FU(7), 7)

Das Integral lauft tber den gesamten Raum und lber alle Zeiten. Ein endlicher Raum-Zeitbereich
wird durch die Stufenfunktion herausgeschnitten.

Ist die Transformation eine Symmetrietransformation, dann bleibt die Wirkung unter der Trans-
formation unverandert. Dies ist gerade die Definition einer Symmetrietransformation. Deshalb ver-
schwindet die e-Ableitung der Wirkung, was die Grundlage des Noethertheorems darstellt.

Nun bilden wir die Ableitung der transformierten Wirkung bei € = 0

dS[®i(x%), €] (x

/d4 609 0o (7.€) 2P, VO, 7)
e=0
Ac oxB
+GQ(F) 6@, Oe _ + sz: a(akCD,(F)) Oe e=0
i —
o 0%%(7)
Oe




12 NOETHERTHEOREM 193

Jetzt fiihren wir eine partielle Integration durch...

> AGB = 8¢ (AB) — > BaA
k k k

Paff:»’”f-/d‘lr 9o (T’ €) (D), Vb;, F)
Oe e=0
By A
. oL 8d!(F) 8<1> F) ot
02 |55 e |, " RGN G)

ol
e 0(0k®;(1))

(12.35)

. 8d>§ r
+9Q(I’)Zﬁk 66( )
k

Als nachstes betrachten wir die e-Ableitung der Stufenfunktion. Die Stufenfunktion fiir den
verschobenen Bereich € ist durch Gl. 12.34 definiert. Wir leiten die Definitionsgleichung Gl. 12.34
direkt nach € ab, was uns die punktweise (partielle) Ableitung von 0¢: (7, €) liefert

00y
Oe

Gl 1234 Or

_UE 5| VéalD) (12.36)

e=0

Bei der Ableitung haben wir einfach ignoriert, dass die Stufenfunktion nicht differenzierbar ist. De-
shalb ist der resultierende Ausdruck auch keine regulare Funktion sondern eine Distribution. Den
geschlossenen Ausdruck fur diese Ableitung werden wir spater getrennt bestimmen. Momentan gehen
wir so vor, dass wir die Stufenfunktion in Gedanken durch eine differenzierbare, also ausgeschmierte,
Funktion ersetzen. Damit kdnnen wir zunachst rechnen. Am Ende denken wir uns die Stufenfunktion
als Glied einer Folge, die gegen die Stufenfunktion konvergiert und bestimmen das Endresultat im
entsprechenden Grenzfall.

Nun setzen wir das Resultat Gl. 12.36 in Gl. 12.35 ein und erhalten

o
= /d4r {— 67r
=0 Oe

d5[®i(x%). €] (Voo(F)) £, VP, F)

de _
D
8L P! (F) 8d}(7) o¢
+9§2(7)[i 30, 0 _sz: Ot |._ akm
. 99;(7) o¢
+99(r)§k:6k - de Ezoﬁ(ak‘b/(?))}

Durch eine partielle Integration walzen den Gradienten im Term D von der Stufenfunktion ab. Dazu
filhren wir, der Einfachheit halber, die Funktion f(F) = —£(®;, Vb, r)%r ein. Der Term hat die
allgemeine Form

[ e T ) = [ @ [f0ea] - [ d*r a7
@ a [[7a(n)] - [ d*rsa(r979)
oo 00

=0
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Den dabei entstehenden kompletten Divergenzterm wandeln wir mittels GauB-Theorem in ein Ober-
flachenintegral liber den Rand doco des Universums um. Dieses verschwindet, da die Stufenfunktion
0 (7) im Unendlichen verschwindet, solange der Bereich Q endlich ist.

Schlielich ordnen wir die Terme ein wenig um. Mit [ d*rfo ... = [, d*r... erhalten wir
dS[P; (xa) €] / 4 8rk 8¢ (r) o0
= d*r S oy U, VD, ) +

Z e=0 ( _) Z =0 a(akq)/'(?))
Jk
aq>' *) o2 o2
d*r - Ok mrma—os
/ ,. e—o | 0P ; “0(8x (1))

ELG (siehe GIl. 12.32)

Wir haben hier die Noetherstromdichte Jy definiert. Wenn die Transformation, die durch 7 — r/(F, )
und ®;(F) — /(7 €) definiert ist, eine Symmetrietransformation ist, dann ist die Wirkung invariant
unter der Transformation und ihre e-Ableitung verschwindet. Die Divergenz der Noetherstromdicht
verschwindet also, wenn die Felder ®;(7) die Euler-Lagrange Gleichungen Gl. 12.32 erfiillen.

Wir erhalten also den Erhaltungssatz
VJ=
mit
oL

e—o 0(6k®i(1))
Dies sieht noch nicht wie ein Erhaltungssatz aus, da wir nicht zwischen Raum- und Zeitkoordinaten
unterschieden haben. Dazu kommen wir spater.

Um zu der bekannten Form zu gelangen, driicken wir das transformierte Feld durch W; aus.

®i(r1 (7€), €) = Wi(Pk(7), T, €)

Indem wir die e-Ableitung bilden, erhalten wir den Ausdruck fiir die partielle e-Ableitung des trans-
formierten Feldes.

Ori oD, VO, *)+Z
Oe

e=0

o4 ()

e = Oe

Z o’ orf 5¢’ _ow;
or; 68 o Oe

acb’ Z o’ orf
or; 65

_Za‘bf o
- or; Oe

o’ v
O | Oe

e=0 e=0
Damit erhalt die Noetherstromdichte die Form

or!

J = -

+Z 86

SchlieBlich bringen wir den Ausdruck in die kovariante Form

X o0 B

M) — 12 _ R

SE) ( B¢ [g vt Za(aﬂ,(maxv
oe

e—0 0(8,®i(1))

5k,e(q> Vo, 7) — Z@(ak

=0 ®;(r)) or

ot 8<D1

ol
=0 0(8k®i(1))

e=0

ow;
* Z Oe

)
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Der differentielle Erhaltungssatz lautet dann
ot =0

Damit haben wir das Noethertheorem fiir den Feldanteil bewiesen. Bevor wir uns den Pfaden
zuwenden, wollen wir aber noch einen geschlossenen Ausdruck fiir den Gradienten der Stufenfunktion
6o zuwenden.

12.6.1 Verallgemeinerung des Noethertheorems auf Pfade

Editor: Das ist noch zu tun

12.7 Aufgaben

Editor: Die Aufgaben sind nur Ideen un miissen noch ausgearbeitet werden.

12.7.1 Sonnensegel

Betrachte ein Raumschiff mit der Masse M, das ein Sonnensegel mit der Flache A besitzt. Das
Sonnensegel reflektiert das Sonnenlicht, und gewinnt damit Impuls aus dem Sonnenlicht. Wie grofs
muss das Sonnensegel sein, damit das Raumschiff aus dem Gravitationsfeld entkommen kann.

Zur Information: Der Sonnenwind ist allerdings ein Strahl ionisierter Teilchen, das mit einem
Plasmasegel genutzt werden konnte. Der Sonnenwind wird durch das Magnetfeld der Erde zu den
Polen geleitet, wo es als Nordlicht sichtbar wird.

12.7.2 Nanoteilchen im Laserlicht

Betrachte ein ein Nanoteilchen, das durch eine Kugel mit dem Durchmesser 1nm beschrieben wird.
Das Nanoteilchen werde von einem laserstrahl getroffen. Durch das elektrische Feld des Lichtfeldes
wird es polarisiert. Ein Teil der eingestrahlten Energie wird in Warme umgewandelt, der rest wird
gleichmaBig in Richtung des Lichtstrahls und in die entgegengesetzte Richtung abgestrahlt. Bestimme
die Erwarmung und die Beschleunigung des Nanoteilchens.

12.7.3 Energie-Impulstensor des Elastischen Feldes
Die Wirkung des elastischen Feldes sei durch

L

gegeben. Bestimme den Energie-Impulstensor, und daraus ....
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Chapter 13

Ursprung der
Maxwellgleichungen(4h)

13.1 Einfiihrung

Bisher haben wir die Maxwellgleichungen und die Lorentzkraft als gegeben angesehen, und die Eigen-
schaften ihrer Losungen untersucht. Die Maxwellgleichungen lassen sich aber auch aus zwei funda-
mentaleren Prinzipien als mogliche Bewegungsgleichungen ableiten, namlich der Lorentzsymmetrie
und der lokalen Eichsymmetrie. Die Prinzipien, die hier dargestellt werden, bilden in ahnlicher Form
die Grundlage der heutigen Elementarteilchentheorie.

Wir werden hier das Klein-Gordon Feld untersuchen! . Die Klein-Gordon Gleichung ist der rel-
ativistische Gegenpart der Schrodinger Gleichung. Schrodinger leitete die Klein-Gordon Gleichung
noch vor der Schrodinger Gleichung her, hat sie aber aus zwei Griinden verworfen. Erstens folgen
aus ihr Antiteilchen, die damals noch unbekannt waren und daher scheinbar im Widerspruch mit der
Realitat zu stehen schienen. Zweitens sagte sie die Feinstruktur des Wasserstoffatoms falsch vorher.

Inzwischen weiss man, dass Elektronen nicht durch die Klein-Gordon Gleichung beschrieben wer-
den, sondern durrch die Dirac-Gleichung, was die falsche Vorhersage der Feinaufspaltung erklart. Die
Dirac Gleichung reproduziert das Experiment perfekt. Die Dirac Gleichung fiihrt dann auf eine weitere
Eigenschaft, den Spin, bzw. den Eigendrehimpuls, des Elektrons. Die nichtrelativistischer Naherung
der Dirac Gleichung ist die Pauli Gleichung.

Das Klein-Gordon Feld beschreibt Teilchen ohne Spin. Inzwischen kennt man solche Teilchen, die
zur Klasse der Mesonen gehoéren und die als Paar von zwei Quarks darstellbar sind.

13.2 Wirkung des Klein-Gordon Felds

In der Quantenmechanik werden Teilchen durch Felder dargestellt, genau wie Photonen in der Elek-
trodynamik durch die Eichpotentiale dargestellt werden. In der Quantenmechanik werden diese Felder
Wellenfunktionen genannt.

Das Klein-Gordon Feld ist die quantenmechanische Wellenfunktion des einfachsten relativistischen
Teilchens. Zum Beispiel kann das m-Meson?? durch das Klein-Gordon Feld beschrieben werden. Zu
beachten ist, dass das Feld W komplexwertig ist.

Die Wirkung des Klein-Gordon Feldes ist

1Oskar Klein 1894-1977: Schwedischer Physiker. Auch fiir die Kaluza-Klein Theorie bekannt.

197
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WIRKUNG DES KLEIN-GORDON FELDES

1 1
S[W(x*)] = - / d*x T (im0, W) (ihdkW)* — m3c? W] (13.1)
Lrc
1 S
= /dt/d3rm [17(8:W)(8:V*) — P h? (VW) (V™) — mict W]
N———— 0
%fd“x

Dabei ist m die Ruhemasse des entsprechenden Teilchens und c¢ die Lichtgeschwindigkeit. h = 27h
ist das Plancksche Wirkungsquantum.

2

Diese Wirkung kann aus recht allgemeinen Annahmen abgeleitet werden.

Sehen wir davon ab, dass das Klein-Gordon Feld komplexwertig ist, gibt es ein rein klassisches
Analogon, namlich ein System von Pendeln, die durch Federn miteinander verbunden sind. Im kon-
tinuierlichen Grenzfall wird die Lagrangefunktion dieses Systems mit der des Klein-Gordon Feldes
identisch. Mehr dariiber steht in Kapitel 10.7 von ®SX:Klassische Mechanik.[18]

Die Lagrangedichte ist

L[V (x, t)] [(ihO, W) (ihG*W)* — m3cP W] (13.3)

2m0

12 1
5 QuV)(EY) = Fmoctu v (13.4)

13.3 Dispersionsrelation des Klein-Gordon Felds

Betrachten wir aber zunachst die Bewegungsgleichungen, Gl. 11.8 auf S. 155 und die daraus resul-
tierenden Dispersionsrelation, um zu erkennen, um was fiir ein System es sich handelt.

a(orv) T au
h? 1
= —— ™ —_ = 2
2m08 oV 5MocC v
"Il _, ~ moc*
= g | OV - TV T

2Dje allgemeinsten Annahmen sind

e Zeit und Raumtranslationssymmetrie, Isotropie des Raums
e die Forderung, dass die Terme quadratisch in der Wellenfunktion sein sollen.
e die Forderung, dass Ableitungen hochstens in der zweiten Ordnung auftreten

e Eichinvarianz: Die Lagrangefunktion hdngt nicht von der Phase der Wellenfunktion ab

Die Eichinvarianz verlangt dass W und W* immer gepaart auftreten, weil sich ein Phasenfaktor sonst nicht wegheben
wuerde. Entsprechend muessen die Gradienten als Paar von einem kontra und einem kovarianten Gradienten auftreten,
damit der Term invariant unter Lorentztransformationen it. Die Gradiententerme muessen also von der Form
A = 9uo*(Y*Y), B = Ou(¥*ory), C = YP*9,0HY, D = (Ou¢*)(0*4) sein. Terme A und B kénnen mittels
Gausstheorem in ein Oberflachenintegral liber den Raum-Zeitbereich der Wirkung transformiert werden. Mit nat-
uerlichen Randbedingungen verschwindet das raumliche Oberflachenintegral. Die Terme zu Anfangs- und Endzeit des
Wirkungsintegrals sind invariant unter der Variation, und gehen daher nicht in die Bewegungsgleichungen ein. Diese
Terms sind also irrelevant. Term C kann durch partielle integration in D und B umgewandelt werden. Der einzig
mogliche Gradiententerm ist also D. Die Lagrange dichte muss also von der Form

£=ay"y + b(8uy")(8"Y) (13.2)

sein und das ist die Lagrangedichte fiir das Klein-Gordon Feld mit zwei wahlbaren Parametern a und b.
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Dies ist die Klein-Gordon Gleichung. Bis auf den Masseterm entspricht diese Gleichung der Wellen-
gleichung.
Die Dispersionsrelation erhilt man wie iiblich durch den Partialwellenansatz3

V(x,) =V(r t) =exp (i(/_{F’— wt)) = exp(—ik,x")
der die DGL in eine algebraische Gleichung umwandelt.
0= —(hw)? + (hkc)? + m?c*
= hw(k) = £1/m2c* + (hk)2c2

Mit Hilfe des Korrespondenzprinzips* konnen wir der Wellenzahl eine Energie £ = fiw und dem
Wellenvektor einen Impuls 5 = fk zuordnen.

N

Das Klein-Gordon Feld hat also gerade die Dispersionsrelation eines relativistischen Teilchens.

13.4 Globale Eichinvarianz und Ladungserhaltung

Im folgenden werden wir zeigen, dass die Wirkung des Klein-Gordon Feldes eine Symmetrie besitzt,
aus der wir mit Hilfe des Noethertheorems die Ladungserhaltung ableiten kdnnen. Damit werden alle
uns bisher bekannten ErhaltungsgroBen auf Symmetrien zurtickgefiihrt.

Das Klein-Gordon Feld lasst sich durch zwei reelle Felder W, und W, darstellen.
1

\/§ (\'Ul + /'\UZ)

1
V= — (W — jV
\/i( 1 2)

v

Die Felder W; und W, treten in der Wirkung nicht als unabhadngige GroBen auf, sondern nur
in Kombination, namlich als Betragsquadrat® , bzw. als Betragsquadrat ihrer Ableitungen. Die
Wirkung ist daher invariant unter einer Drehung der Felder in der komplexen Ebene. Eine Drehung in
der komplexen Ebene bewerkstelligt man durch Multiplikation mit einer komplexen Zahl mit Betrag
1, also mit €®. Neben der Lorentzsymmetrie besitzt die Wirkung also eine weitere Symmetrie, die
globale Eichsymmetrie.

Die Eichtransformation hat die Form

I
Xy = Xu

W (xH) = e HEW (xH) = W(xH) — /%5W(x“) +0(e) (13.5)

wobei € reell ist. g ist ein zunachst beliebiger Faktor, den wir spater mit der Ladung des Teilchens
identifizeren werden. Die Wahl der Faktoren g/h hat keine besondere Bedeutung, da sie nur einer
Skalierung von € entsprechen. Sie sind so gewahlt, dass die resultierenden Gleichungen die gewohnte
Form erhalten.

3Beachte, dass ky = (w/c, —kx, —ky, —kz) und X* = (ct, x,y, z)

4Das Korrespondenzprinzip wird im Band ®SX: Quantenmechanik[19] hergeleitet. Es beruht auf einer Analogie der
Bewegungsgleichungen fiir ein Wellenpaket mit den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fiir klassische Teilchen.

SWrW = W2 + W2 und (8, W)*(BHW) = (8,W1) (04 W) + (9 W2) (84 W5)
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as

)

¥

Diese Eichsymmetrie ist scheinbar unabhangig von der Eich-
symmetrie der Maxwellgleichungen. Wir werden bald sehen dass die beiden nur Teile der selben
Symmetrietransformation sind.

Laut Noethertheorem fiihrt jede kontinuierliche Transformation zu einer Erhaltungsgroe. Wie
wir gleich sehen werden, fiihrt die globale Eichinvarianz auf die Ladungserhaltung.

Der aus der Eichsymmetrie resultierende Noetherstrom ist gemal Gl. 12.2 auf S. 165

W Ol dV™* | Blkg dV'
I T B8, v") de " 8(8,V) de

_ (;auw) (/%w*) + (;;a“w*> (—%w)

ih
= _— *AH — s *

a5 (VO W — woH ) (13.6)
= q% [W* (ihdkW) + W (iho"W)*] (13.7)

Dies ist die Viererstromdichte.
Fir die Viererstromdichte gilt, laut Noethertheorem GIl. 12.1, der Ladungserhaltungssatz

8t =0

s

Ersetzen wir o* = (14, —V) und den Viererstrom j“dﬁf(pc,J), dann erhalten wir die Ausdriicke
6 fiir die Ladungsdichte p und die Stromdichte

0o+ Vj=0 (13.8)
= —ih = =
wd = o (WY - W) (13.10)

Die Stromdichte ist gerade der Ausdruck fiir Ladung mal der Teilchenstromdichte, wie sie aus der
Schrodingergleichung folgt. Die Ladungsdichte hat aber eine ungewohnliche Form, da man p(7, t) =
qU* (7, t)W(r, t) erwarten wiirde. wie er aus der nichtrelativistischen Quantenmechanik bekannt ist.
Dem wollen wir uns genauer zuwenden.

13.5 Schrodingergleichung als nichtrelativistischer Grenzfall

Der Ausdruck fiir die Ladungsdichte unterscheidet sich von dem Ausdruck, den wir aus der nichtrel-
ativistischen Ladungsdichte kennen. Dort wurde das Betragsquadrat P(7, t) = W*(7, t)W(F, t) der

6An diesem Punkt der Theorie sind diese Ausdriicke als die Definition von Ladungsdichte und Stromdichte zu
betrachten. Spater wird deutlich, dass diese GroRen tatsachlich mit den Begriffen, die vor diesem Kapitel entwickelt
wurden, lbereinstimmen.Der Zusammenhang mit der Ladungsdichte p = qW*(F)W(rder Schrodinger Gleichung wird
spater gezeigt.
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Wellenfunktion mit der Wahrscheinlichkeitdichte identifiziert, ein Teilchen zur Zeit t am Ort r zu
finden. Fir die Ladungsdichte erwarten wir deshalb den Ausdruck p(7, t) = gP(F, t). Stattdessen
erhalten wir fiir das Klein-Gordon Feld den Ausdruck Gl. 13.9. Um diesen Widerspruch aufzudsen
betrachten wir hier den nichtrelativistischen Grenzfall der Klein-Gordon Theorie, was uns letztendlich
auf die bekannte Schrodingergleichung fiihrt.

Nichtrelativistischer Grenzfall
Eingangs wurde erwahnt, dass die Schrodinger Gleichung den nichtrelativistischen Grenzfall der Klein-

Gordon Gleichung darstellt. Deshalb wollen wir diesen Grenzfall bilden und damit die Schrodinger
Gleichung aus der Wirkung des Klein-Gordon Feldes ableiten.

Betrachten wir nochmals die Dispersionsrelation eines relativistischen Teilchens

E =44/ m2c* + p2c? (13.11)

Wir erhalten den nichtrelativistischen Grenzfall, indem wir
1. die Ruheenergie £y = mgc? abziehen.
2. Antiteilchen vernachlassigen und
3. den nichtrelativistischen Grenzfall ¢ — oo bilden.

Mit diesen Schritten erhalten wir

E = E—moc®=/m3c*+ p2c2 — myc® = moc?

p?
mjc?

i)
T o (1412 o ((2 )) ]
mgc?
~2
= L_’_ 0C2O( ‘5] ) >
2mg moc
=0(z)

Fiir ¢ — oo erhalten wir also gerade die nichtrelativistische Dispersionsrelation.

Diese Schritte miissen nun auf die Wellengleichung iibertragen werden. Eine Energieverschiebung
entspricht wegen E = hw einer Frequenzverschiebung. Betrachten wir also eine Welle des Klein-
Gordon Feldes.

W(F, t) = oi(kP—wt) P=IKE=Nw. L(5r-Et) _ o5(pF—(E—moc?)t) o= fmoc®t
! ~—
W(F,t)
= W(F, t)e imet (13.12)
Die neue Welle W entspricht einer Welle mit um die Ruheenergie reduzierten Energie. Eine En-

ergieverschiebung um die Ruheenergie entspricht also einer Multiplikation mit einem zeitabhangigan
Phasenfaktor entsprechend

(7, ) (7 t)erme’t (13.13)
Um die Ruheenergie abzuziehen, miissen wir die Wirkung und alle anderen Groflen, wie die Ladungs-
dichte, durch W ausdriicken.
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Nichtrelativistische Ladungsdichte

Wir wollen das einmal am Ladungserhaltungssatz ausprobieren und Ladungsdichte Gl. 13.9 und die
Stromdichte Gl. 13.10 durch W ausdriicken. Dazu bendtigen wir die Zeit- und Raumableitungen von
v,

. 1:3.12 e—#WOCQt (Iﬁ@tu_j + mOCQ\I]) (1314)

- ; hsos
Gl 13.12 e—ﬁmocthV\U (13.15)

Dies setzen wir in die Ausdriicke fiir Ladungs und Stromdichte ein un erhalten

Gl. 139 _ Ih

2mc?
q .l . .
= 5 (V(Ih0eW) + W (ihdrv)”)
Gl 1314 n‘;’c2 (U (ih3e W + moc?W) + W(ihdp ¥ + moc®W)*)
q

mc2

(W8, W — Wo,v)

2
= U+ 5 (U*(inB: W) + W(ind,V)*) (13.16)

- —ih = -
7B T8 (wrow — )
2m

Gl. 13.15

(w*(f;ﬁw) + w(’;ﬁw)*)
= g (U'VV¥ - V) (13.17)

Wir sehen, dass die Stromdichte ihre Form beibehalt. Bei der Ladungsdichte ist der dominante Term
flr ¢ — oo gerade der Ausdruck p = q\TJ*\TJ, den wir aus der nichtrelativistischen Quantenmechanik
kennen. Der letzte Term verschwindet im nichtrelativistischen Grenzfall ¢ — oo und stellt daher eine
relativistische Korrektur dar.

Wir sehen hier, wie wichtig es ist, das Gedankengeb&dude der Theoretischen Physik einigermassen
zu lberblicken. Der Ausdruck fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit P(7, t) = W*(7, t)W(7, t) wird in
Lehrbiichern der Klassischen Mechanik als Postulat aufgefiihrt. Zumindest fiir ein Klein-Gordon Feld
wdre aber Gl. 13.16 der richtige Ausdruck. Der Giiltigkeitsbereich des ueblich benutzten Ausdrucks
fiir die Ladungsdichte ist also beschrankt. Sprengt eine Anwendung den Giiltigkeitsbereich, kommt
man unweigerlich in Schwierigkeiten, wenn man die grundlegenden Annahmen nicht kennt. Versteht
man allerdings den Aufbau der verwendeten Theorien, dann erkennt man auch die Voraussetzungen
der Theorien und damit den Giiltigkeitsbereich. Aus eigener Erfahrung kann ich sagen, dass dies kein
rein akademisches Problem ist. Physiker miissen sich sich haufig mit dem Grenzbereich etablierter
Theorien auseinandersetzen, und gerade dort liegt ihre eigentliche Starke.
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Wirkung des Schrodingerfeldes (Heimstudium)

Nun bilden wir den nichtrelativistischen Grenzfall der Klein-Gordon Wirkung Gl. 13.1.

— Gl 131 ; (] NowyIs '
Skol] O3 s /dt/d3r {(,ﬁatw) (,ﬁat\u)f(TV\U) (TVW)CQ — mactv \U}
. %’_NP
~p
Gl. 13.14, /dt/d3 /ﬁat\lj+moc W)*(ihd:V + moc W)
2m0C2

_(TV\D)*(TV\D)C - méc“\Tﬂ\Tf}
= L /dt/d3r {(/hatﬁz)*(mat@)

2m0C2

+mgc? [@*(/hat )+ (ih8:W)* W] — (=
= /dt/c/3 (V*6, ¥ — Vo, ") —
Partint. /dt/d3 mw 0V — —( V)
/dt/d3r8t (VW) +O(i2)
Das totale Zeitintegral kann vernachlassigt werden, da es auf die Rander des Integrations-Zeitintervalls
abgebildet werden kann. Da Randwerte bei der Herleitung der Euler Lagrange Gleichungen nicht vari-

iert werden, beeinflusst dieser Term die Bewegungsgleichungen nicht. Wir erhalten nun die Wirkung
der Schrodinger gleichung fiir den Fall eines freien Teilchens.

WIRKUNG DER SCHRODINGER GLEICHUNG

st = [t [ @ {imvom- [ (@uw)

Nun konnen wir daraus die Schrodingergleichung als Euler Lagrange Gleichung dieser Wirkung
ableiten.

§S
——) = in8, ¥ + — V3V
50t o +2 OV
_ h2 .-
= ihoyV = — V2V
2[7’10

13.6 Herstellen der lokalen Eichinvarianz

Wir konnen nun fragen, ob die Theorie unter der Eichtransformation nicht nur global sondern auch
lokal invariant ist. Lokale Eichsymmetrie bedeutet, dass auch die relative Phase an verschiedenen
Ort-Zeitpunkten unbeobachtbar ist.

Betrachten wir die lokale Eichtransformation
W (x%) = exp (—/%/\(xa)) W(x*) (13.18)
I8, W (x%) = exp (4%/\(%)) [ih0,W (x%) + q (BN (x*)) W(x)] (13.19)

dann sehen wir, dass die Wirkung nicht invariant gegeniiber dieser Transformation ist.
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Die Lagrangedichte fiir die transformierten Felder ist

1
o = T [(iha, W) (ihd*W')* — m3 W/ W'™]

1
= — [(1hOV + q(BN)W)*(ihd*W + q(BHA)V) — m* P W]
0

2m,
1
= (M9, W) (ihe*W)* — m3c? W]
2
H(BuN) — [WH(ihBH W) + W(iHORW) )] + —— (8, M) (BFA) W™
2mo 2mo

J'M

Wir erhalten also Terme welche den Strom und W*W an das Eichfeld koppeln. Diese Terme fiihren
dazu, dass das Klein-Gordon Feld je nach Phase unterschiedliche Krafte erfahrt.

Es ist durchaus zulassig zu behaupten, dass die Klein-Gordon Gleichung ein System beschreibt,
in dem keine Eichsymmetrie herrscht. In einem solchen System wére die Phase der Wellenfunktion
messbar. Eine Welt, die durch diese Gleichung beschrieben wird, entspricht aber einem System, an
dem wir zu Zeit nicht interessiert sind, weil sie nicht die Elektrodynamik beschreibt. Ein anderer
Zugang ist es, die Eichsymmetrie zu postulieren. Dazu muss die Theorie derart abgedndert werden,
dass sie lokal eichinvariant wird. Diesen Weg werden wir im folgenden beschreiten.

Offensichtlich missen wir die Eichtransformation derart abandern, dass die Zusatzterme in der
Wirkung, die durch die Eichtransformation entstehen, kompensiert werden. Wenn die Strome an ein
Feld, namlich 9,A koppeln, ist die einfachste Losung, dieses Feld durch ein Vektorfeld A, zu erset-
zen, das sich mit der Eichtransformation mittransformiert, und zwar derart, dass sich die Eichfelder
wegheben.

Wir fiihren also ein zusatzliches Vektorfeld A, ein, das sich gemeinsam mit dem Klein-Gordon Feld
derart transformiert. Wie wir spater sehen werden enthalt dieses Vektorfeld gerade die Eichpotentiale
At = (d/c, A).

Die lokale Eichtransformation ist wie folgt definiert:

LOKALE EICHTRANSFORMATION

\U/(on) — efi%/\(xo‘)w(xa)
AL(X®) = Au(x®) + B,A(x®) (13.20)

Die zweite Transformationsgleichung ist gerade die kovariante Version von Gl. 9.5.

Diese Transformation andert zwar noch die Ableitungen, lasst aber die sogenannte eichinvariante
Ableitung D,, invariant.

EICHINVARIANTE ABLEITUNG

inD,Eih8, — qAL(x*) (13.21)

Die eichinvariante Ableitung transformiert sich genau wie das Feld V.

Wir uberprifen schnell, ob sich die eichinvariante Ableitung D, unter der Eichtransformation
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Gl. 13.20 tatsachlich wie das Klein-Gordon Feld transformiert.
ihD;\U’ = iho, V' — qAL\I/’

= in0, (719 ) = g (A + BuN) (1MW)

= e WM im0, W) + q(8, AV — q(A, + 8uA)V]

= e N[ihB, W — gAL V]

= e "WNRD,W
Der Phasenfaktor hebt sich in der Wirkung weg, weil immer ein Term mit dem entsprechend komplex
konjugierten Term multipliziert werdem und (e”%/\)*e”%/\ =1

Um zu einer eichinvarianten Theorie zu gelangen, ersetzen wir die Ableitungen in der Wirkung des

Klein-Gordon Feldes durch die entsprechenden eichinvarianten Ableitungen. Wenn wir die eichinvari-
ante Ableitungen einfithren, missen wir den Term 0#W* in der Lagrangedichte als (D*W)* und nicht

als DH*(W*)iibersetzen, weil die Lagrangedichte andernfalls auch komplexe Werte annehmen kann.
Die so erhaltene Wirkung ist

S[V] = l/d“xi [(inD,W)*(inD*W) — m? 2w ]
c 2mq
1 1
= E/d‘lxﬁ [(/hauw _ un\U)*(/ha“\U _ C]A“\U) _ m2C2\U*‘U]

Da wir die Theorie gedandert haben, miissen wir erneut den Noetherstrom bestimmen. Wir werden
ihn spater bendtigen, wenn wir den Zusammenhang mit den Maxwellgleichungen herstellen. Dazu
verwenden wir die globale Eichtransformation W' = e~ 7€V,

o c/w’*+ oL dv’
T 00, V*) de  B(8uV) de

- % [W* (ih"W — gAMW) + (ih0*W — gA*W)* V]

_ % [W* (ihDFW) + (ihDMW)* W]

LI w1~ Ty

= 5, [V7O*W — WoH V'] - UrwA (13.22)
m m

Die Stromdichte erhalt also einen zusdtzlichen Term, der von den Eichpotentialen abhangt. Es ist
wichtig, in der Elektrodynamik das Eichpotential in der Definition der Stromdichte nicht zu vergessen!

13.7 Freie Felder

Bisher haben wir die Wirkung fiir geladene Teilchen in vorgegebenen Eichfeldern konstruiert. Die
Wirkung ist allerdings nur dann auch translationsinvariant in Raum und Zeit, wenn die Eichfelder
konstant sind, also in Abwesenheit von elektrischen und magnetischen Feldern.

Um die Wirkung translationsinvariant zu machen, benétigen wir einen Term fiir die freien Felder,
damit wir Bewegungsgleichungen fiir die Eichfelder selber erhalten.” Um nichttriviale Lésungen zu
erhalten, muss der Term Ableitungen 8, A, enthalten. Enthalt die Wirkung keine Ableitungen der
Felder, sind die Euler-Lagrange Gleichungen keine Differentialgleichungen fiir die Felder, und wir

"Betrachten wir alles Lorentzinvariante Ausdriicke bis zur quadratischen Ordnung in den Eichpotentialen. Wir
beginnen mit allen Lorentzskalaren, Vektoren und Tensoren, die die Eichpotentiale zur ersten Ordnung und Ableitun-
gen bis maximal zur ersten Ordnung besitzen. A, §,A*, 0,AY. Daraus bilden wir alle moglichen Lorentzskalare:
ALAR, (B AR)2, (BuAL) (BHAY), (BuA”) By AR).
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hatten keine Bewegungsgleichungen. Die Ableitung ist aber nicht eichinvariant, weil 8, (A, + 0,A\) #
OuA,. Damit sich die Zusatzterme wegheben, kombinieren wir die Ableitungen in der Form §,A, —
0,A,. Diese antisymmetrisierten Ableitungen bilden gerade den den Feldstarketensor,

Fo, 0,4, —8,A,

wie er in Gl. 11.11 auf S. 157 definiert wurde.

Um eine Lorentz- und eichinvariante Wirkung aus den Eichpotentialen zu bilden, miissen wir aus
dem Feldstarketensor Lorentzskalare bilden. Da die Eichpotentiale nicht eichinvariant sind, diirfen sie
selber nicht auftreten, auBer wir fiihren Zusatzterme ein, welche die Eichinvarianz wieder herstellen.
Wir betrachten nur Terme bis zur zweiten Ordnung in den Eichpotentialen, wovon es nur zwei gibt,
namlich

F;ﬁ‘; FuuF*" (13.23)

Der erste Term ist null, weil der Feldstarketensor antisymmetrisch ist. Es bleibt also nur die zweite
Form.

Wir versehen ihn gleich mit dem richtigen Faktor und erhalten damit die Wirkung der freien Felder.

1 1
SFF[A“] — —E/d4X rulo FMUFHU
2(5E2+B?)
1 1
- C / d'x 7 (A — BuA) (B*A” — 8" A) (13.24)
Ko

—LrF

Die Lagrangedichte der freien Felder ist also gerade mit der Energiedichte der elektromagnetischen
Felder identisch. Es ist zu beachten, dass die Euler-Lagrange Gleichungen nur durch Variation der
Eichfelder und nicht durch Variation der elektrischen und magnetischen Felder bestimmt werden kann.

13.8 Herleitung der Maxwellgleichungen

Die Wirkung fiir das Gesamtsystem ist die Summe der eichinvarianten Wirkung des Klein-Gordon
Feldes und der Wirkung der freien Eichpotentiale.

WIRKUNG DES KLEIN-GORDON FELDES UND DER EICHPOTENTIALE

1
S[W, Al =1 [d*x {% [(inD V) (ihD*W)* — m3c? W]

1
——Fu PP
bug M }
1 ..
= L J ' {5 (0,0 — ALY (17040 = v
2
_mOC * _i _ LAY _ AV AM
5 VIV = e (BUA - OA) (BHAY - OPA )}

(13.25)

Dies ist eine kleine Weltformel, weil sie komplett eine Welt aus klassischen Feldern mit einer Wech-
selwirkung beschreibt.
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Die Euler-Lagrange Gleichungen fiihren uns direkt auf die Maxwellgleichungen und, mit Hilfe des
quantenmechanischen Korrespondenzprinzips, auf die Lorentzkraft.

Wir bestimmen die Bewegungsgleichungen der Eichpotentiale als Euler-Lagrange Gleichung entsprechend
Gl. 11.8. durch Variation der Eichpotentiale

o8 %, ot
oA, 9A, Ta(B,A))
= Lo Lt (i00W - gAY 4 (ii0PV — gAYV W]
Ho 2m
1 q . . "
= J— v 1 * v v
MoauF 5 [V* (ihD" W) + (ihD" V)" V]

1 .
Gl. 13.22 Lo pn_ju
Ko

wobei Gl. 13.22 fiir die Viererstromdichte verwendet wurde. Wir erhalten also die Bewegungsgle-
ichungen fiir die Eichfelder

OuF*" = paJ”,

Es wurde bereits gezeigt, dass diese Gleichungen mit den Maxwellgleichungen Gl. 11.15 von S. 159
identisch sind.

13.9 Herleitung der Lorentzkraft

Zunachst bestimmen wir die Euler-Lagrange Gleichungen GI. 11.8 fiir die Felder aus der Wirkung
Gl. 13.25.

g5 _ ot o o
T oUr T avr 3(a,u%)
. _moC2

1 1
; 14 _ 1 _ _ / I — H —
5V O(maw GAV) (~4AL) — 5 Oau(,ﬁaw gA* W) (—ih)
°C2w

1. .
=m0 (ihdy, — qAy) (ino* — gA*) W —
Dies ist die Klein-Gordon Gleichung in elektromagnetischen Feldern.

Zuriick zum Teilchenbild

Nun konnen wir direkt das Korrespondenzprinzip anwenden. Das Korrespondenzprinzip beschreibt
den Ubergang von klassischer Mechanik und der Quantenmechanik. Das Klein-Gordon Feld ist eine
quantenmechanische Wellenfunktion. Um wieder in das Teilchenbild zu gelangen miissen wir die
Wellengleichung Gl. 13.26 wieder in eine klassische Hamiltonfunktion umwandeln. Das Korrespon-
denzprinzip lautet

E = hw < iho;
- A
p=hk < =V

Die beiden Gleichungen lassen sich in kovarianter Schreibweise wie folgt zusammenfassen®

pH = hkH <5 iho* (13.26)

8Beachte, dass 6“3(%&, -v)
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Die Grundlage des Korrespondenzprinzips folgt aus dem Ehrenfest Theorem, bzw der WKB Naherung.
Eine Eselsbriicke ist die folgende Uberlegung: Betrachte ein Wellenpaket mit einem Wellenanteil
W = el(kF~wt) — e=ikux* nd setze sie in die Wellengleichung ein.

1 /n h , moc2 .
N _ Ak © —ikyx# _ !T0 L
0 o (/' oM un> (/’6 qA ) e 5 e

. 1 h
T [Qm (~ks — aA,) (—hk — aA%) — o 20,) -

mgc?

leoC2:|

T 1 h
_ e*’kux |:2m (pl‘« + un) (pﬂ + qA/J') — qT(GMA“) _

Wir dividieren durch die Wellenfunktion, die immer ungleich Null ist und erhalten die Beziehung

moC2

7 0

1 h
5 (P = AL (P = gA) — g (8, A") —

Nun bilden wir den Grenziibergang i — 0, wahrend wir die Energie und Impuls konstant halten.
Letzteres bedeutet, dass Frequenz und Wellenvektor unendlich werden. In diesem Limes erhalten wir
die Gleichung

r)"loC2

7~

1
om (Pu - un) (p* — qA¥) —

Welche eine Art lokale Dispersionsrelation ist, da sie Energie und Impulse miteinander verkniipft..

Wir zerlegen die Vektoren in Zeitartige und Raumartige komponenten und I6sen nach der Energie
auf,was uns die Hamiltonfunktion liefert.

(Pu — GAL) (P* — gA*) — m3c® =0
1 2
S(E—q0)* - (,5— qA) —mic2 =0

N2

E=H(Fpt)= i\/mgc“ + (5— qA) 2+ qd

Dieser Ausdruck ist identisch mit der Hamiltonfunktion eines relativistischen Teilchens, wie wir |hn in
Gl. 12.14 auf S. 174 erhalten haben. Allerding haben wir lhn hier fiir den klassischen Grenzfall des
Klein-Gordon Feldes erhalten.

Bewegungsgleichungen

Die Energie ist gleichzeitig die Hamiltonfunktion, sodass wir die Bewegungsgleichung nun aus den
Hamiltonschen Gleichungen (siehe ®SX:Klassische Mechanik) bestimmen kénnen.

. OH . OH
ri = ,

T

Wir stellen nun die Hamiltonschen Gleichungen fiir die Oben erhaltene Hamiltonfunktion auf.

. 5 o) 2

Fo V= (P :
\/mgc“—k(ﬁ—qﬁ) c2?

. - V @ A) (P — qA)c? -

5o SH— q(V® A)(F—qA)c 4T

N2
\/mSC4+ (ﬁf qA) c?

— " -

= q(V® A)F—qVo
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Dabei ist ® das Symbol fiir das dyadische Produkt.

Wir gehen von der ersten Hamiltonschen Gleichung aus und I6sen sie nach den Impulsen auf.
Anschlielend leiten wir die Impulse nach der Zeit ab und setzen die Zeitableitung des Impulses mit
dem in der zweiten Hamiltonschen Gleichung gleich.

(F— qA)c?

N2
\/mgc“ + (5— qA) c2?

F=i+

- mol
(F—aA)’ = | ———
1-Z

o mof
(F—qA) =+ —
1-&

d mo? dA(F(t), t)
E .2 +ta dt

Im letzten Schritt haben wir verwendet dass 5+ gA und die Geschwindigkeut parallel sind, was aus
der ersten Hamiltonschen Gleichung folgt.

Damit erhalten wir

d I’?’?ol._’a o = e, = dA(F(t)' t)
1—

N

”M“‘l'

—gq {(ﬁ © A)F— Vb — (F)A — LT}

N

E R :iq ZjaiAj}j—G,-dD—;}j@jA,-—A,

—
\
ﬁw‘w-

=4q |—-0;P — /.4,‘ + Z (6,‘Aj — ajA,') l-’J'
J

L X

=+4q E,'—l—(;Xé),'
——

L X

Dies ist gerade das Kraftgesetz Gl. 11.13 auf S. 158 fiir relativistische geladene Teilchen mit der
Lorentzkraft, die identisch mit dem Ausdruck Gl. 3.7. auf S 26 ist, den wir damals als Postulat
angenommen haben.

Das positive Vorzeichen gilt fiir die Teilchen, wahrend das negative Vorzeichen fiir die Antiteilchen
gilt. Man sieht also, dass die Ladung der Antiteilchen gerade das umgekehrte Vorzeichen besitzt.
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Hier noch eine Nebenrechnung fiir den Term X
X E N (04 - A
J

0 BA, — B,A, B A, — B A\ [ X

= |8A-8A 0  BA-BA||J

0:Ac — OxAz O,A, —B,A, O z
(0 B -8B [*% B,y — Bz
XA B, 0 B ||| =] -BX+B:
B, B 0 ) \z B,% — By

—



Chapter 14
Epilog

Damit haben wir den Kreis geschlossen und sind wieder bei den Maxwellgleichungen und der Lorentzkraft
angelangt.

Zu Beginn haben wir die Maxwellgleichungen und die Lorentzkraft also Postulate der Elektro-
dynamik angenommen. Wir haben anhand der Elektrostatik gezeigt wie die Maxwellgleichungen
aus experimentellen Beobachtungen gewonnen wurden. Die grundlegenden Experimente sind das
Coulomb Gesetz und das Gesetz von Biot und Savart zusammengefasst, welche die Krafte zwischen
geladenen Teilchen beschreiben.

Wir haben beobachtet, dass Maxwellgleichungen die Lorentzsymmetrie besitzen. Die Lorentzsym-
metrie war der Ausgangspunkt fiir die Wirkung von Pfaden und Eichpotentialen. Dazu haben wir die
wahrscheinlichst einfachste Wirkung aufgestellt, die Pfade mit Vektorfeldern verkniipft und Lorentz-
invariant ist. Es wurde gezeigt, dass diese Wirkung die Maxwellgleichungen und die Lorentzkraft
beschreibt. Damit haben wir diese beiden Gleichungen auf eine fundamentalere Basis gestellt. Die
Maxwellgleichungen sind nun nicht mehr Postulate: Die Postulate sind nun das Wirkungsprinzip und
die Form der Wirkung. Aus ihnen werden Maxwellgleichungen und die Bewegungsgleichungen der
Teilchen abgeleitet.

SchlieBlich haben wir gezeigt, wie diese Wirkung zwangslaufig aus der Lorentzsymmetrie und aus
der lokalen Eichinvarianz folgt. Dies haben wir anhand eines einfachen komplexen, aber skalaren
Feldes gezeigt. Wiederum wurden die Postulate durch grundlegendere ersetzt. Wiederum fordern
wir ein Wirkungsprinzip fiir Felder. Neben der Lorentzsymmetrie und der Eichsymmetrie wurde nun
nur noch gefordert, dass die Felder nur quadratisch in die Wirkung eingehen. Damit haben wird die
Elektrodynamik im Wesentlichen auf Postulate von Symmetrien zuriickgefiihrt. Das Prinzip, das hier
anhand eines skalaren Feldes demonstriert wurde, ldsst sich analog auf andere Vektorfelder wie das
Dirac-Feld, welches Elektronen und Positronen beschreibt, libertragen.

Dadurch wurde die fundamentale Rolle von Symmetrien fiir unser Weltbild verdeutlicht.

Die elektrischen und magnetischen Felder wurden zunachst als Hilfsgroken eingefiihrt. Mit Hilfe
des Noethertheorem haben wir diesen Feldern selber eine Energie und ein Impuls zuordnen konnen,
wodurch sie eine Art Realitat erhalten haben. Spater habe wir die Eichpotentiale eingefiihrt, um die
Gleichungen weiter zu vereinfachen, wiederum als reine Hilfsgroken. Diese wurden nun zur Grundlage
der Beschreibung, obwohl sie nicht direkt beobachtbar sind. SchlieBlich haben wir selbst die Teilchen
durch ein Feld, das Klein-Gordon Feld ersetzt. Damit haben wir wieder Kontakt mit der Quanten-
mechanik aufgenommen, da das Klein-Gordon Feld der quantenmechanischen Wellenfunktion eines
Teilchens entspricht. Die Wellenpakete des Klein-Gordon Feldes verhalten sich gerade wie klassis-
che Teilchen, wenn das Potential sich auf der Langenskala der Wellenldnge des Klein-Gordon Feldes
nur wenig andert. Sowohl die Teilchen als auch deren Wechselwirkung werden nun durch Felder
beschrieben, die direkt gar nicht beobachtbar sind. Dennoch lasst sich deren Existenz experimentell
bestatigen.

Das Noethertheorem hat uns den Ursprung von so fundamentalen GroBen wie Energie und Impuls
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verdeutlicht.

Wir haben wichtiges Werkzeug kennengelernt, beziehungsweise weiterentwickelt. Dazu gehoren
Greensfunktionen, Fouriertransformationen, Kugelflachenfunktion, sowie die kovariante Vektornota-
tion.

Greensfunktionen tauchen immer wieder auf, auch der Zusammenhang mit den Greensfunktionen
nicht immer hergestellt wird. Sie spielen eine besondere Rolle in der Quantenfeldtheorie, auf der,
zusammen mit der Allgemeinen Relativitatstheorie, unser Weltbild fulSt.

Kugelflachenfunktionen spielen eine Bedeutende Rolle bei der Beschreibung der chemischen Bindung
und z.B. bei optischen Anregungen.

Die kovariante Vektornotation erlaubt es schiefwinklige Koordinatensysteme zu beschreiben, und
bereited auf die Diracsche Bracket-Schreibweise der Quantenmechanik vor. Sie ist wichtig in der
Elastizitatstheorie und ganz besonders bei der Allgemeinen Relativitatstheorie, bei der nicht nur
schiefwinklige Koordinaten sondern auch gekriimmte Raume beschrieben werden.



Appendix A

Klassisches Teilchen im
Elektromagnetischen Feld

A.1  Wirkungsprinzip fiir Teilchen im Elektromagnetischen Feld

Hier werden wir die nichtrelativistischen Bewegungsgleichungen eines geladenen Teilchens im elektro-
magnetischen Feld bestimmen. Dies verbindet die Lagrange Funktion mit dem Ausdruck der Lorentz
Kraft.

Eine relativistische Behandlung des gleichen Problems wurde bereits durchgefiihrt. Hier behan-
deln wir das Problem in der vertrauteren nichtrelativistischen Grundlage. Dieses Kapitel dient unter
anderem dazu die Konistenz der Vorzeichen in den wesentlichen Gleichungen zu iiberpriifen. Das
letzte Problem ergab sich dadurch dass viele Gleichungen fiir Elektronen geschrieben werden und das
Symbol fiir die (positive) Elementarladung fiir die negative Elektronenladung eingesetzt wird.

Die Lagrangefunktion fiir ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld ist
S 1 - .
L(F V)= 5MmV- — qd(7, t) + gVA(F, t) (A1)

wobei 7 &' 7 die Geschwindigkeit des Teilchens ist. Dieser Ausdruck lasst sich als nichtrelativistischer
Grenzfall aus Gl. 11.3 herleiten, wenn man den Term mit den freien Feldern weglasst.

Die Euler-Lagrange Gleichungen lauten

o _ doc o
T dt ov; or;
a.a1 d
= 5 {mv, + qA,} 4+ qVid — q; Vi ViA;
= mv+ C]@tA‘-f— q Z VJ'VJ'A,' +qV,®—g¢q Z VJ'V,'AJ'
J J
= m7¥ +q[Vi®+ g0 Al +q > 5[VA — ViA] (A2)

J

Dieser Ausdruck sieht noch nicht sehr ansehnlich aus...
Um ihn zu vereinfachen, betrachte FJ-VJ-A,-—ZJ- V;A;f; und nutze die “bac-cab” regel #xbx & =
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b(ac) — &(ab)

[5>< (b x 5)} = [5(56) - 6(55)]/

=Y aigh —abe =Y albig - b
j

J

; - Z FJ[VJA/' - vaj]
J

[;“x (ﬁxﬁ)}

Setzen wir dieses Resultat in die Euler-Lagrange Gleichungen Gl. A.2 ein, erhalten wir die Bewe-
gungsgleichungen in der bekannten Form

mf:q[—atﬁ—vj¢]+q%x[ﬁx,i]:qf+q%x§

Daraus lesen wir sofort den Ausdruck fiir die Lorentz Kraft ab

—

F:q[f+%x.§}

Benutzt wurde B=V x Aund E = -V — ;A

A.2 Nichtrelativistischen Hamiltonfunktion fiir ein geladenes Teilchen
im elektrodynamischen Feld

Die Hamiltonfunktion spielt insbesondere in der Quantenmechanik eine wichtige Rolle, weil sich daraus
die Schrodingergleichung direkt konstruieren lasst.

Um aus der Lagrangefunktion Gl. A.1 die Hamiltonfunktion abzuleiten benotigen wir die Definition
der Hamiltonfunktion H(p, 7) und des kanonischen Impulses p

H(p, 7. t) = pvV— L(F,V, 1)
_def OL
P= 6v,-

Zunachst driicken wir die Geschwindigkeit als Funktion der Position und des Impulses aus.

oL .
FE vt gA
aV,‘

1 5
=7 = (5-dA)
m
Damit erhalten wir die Hamiltonfunktion

H(p 7 t) & pv—L(F v t)

1 q

B - 5m\72 + q®(F, t) — qVA(F, t)
L1

= (F—qAV - Emv2 + qd(F, 1)

(P — qA)? .
= 2T L gdb(Ft
5 +qP(r, t)
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NICHTRELATIVISTISCHE HAMILTONFUNKTION EINES TEILCHENS IM
ELEKTROMAGNETISCHEN FELD

H(B.F, ) = % + g7 1) (A3)

Man erkennt hier eine Regel, die sehr allgemein ist, und die es erlaubt das elektromagnetische
Feld an ein Teilchen anzukoppeln. Wir gehen dazu von der Dispersionsrelation eines freien Teilchens

aus, namlich

=2

_
E= 2m

Nun fiihren wir die folgende Ersetzung durch, die minimale Kopplung genannt wird

MINIMALE KOPPLUNG

E — E—qd(r,t)
p— B~ qA(F, t)

dann erhalten wir die Gleichung

= A’2
:w+q¢

E 2m

die mit dem oben hergeleiteten Ausdruck Gl. A.3 fiir die Hamiltonfunktion identisch ist.
SchlieBlich bestimmen wir die Bewegungsgleichung noch einmal, aber nun unter Verwendung der

Hamiltonschen Gleichungen.

Mit unserer Hamiltonfunktion erhalten wir

. OH cl.az 1
= 2= 9L~ (p— qA)

= ap; m
OH Gl A 1
Pi="%" oL - > (b — qA) (—a8iA) — ad;®
' j
1
=q)y (P = gA)) OiA; — qO;®
’ )
t1j

Wir bilden die Zeitableitung der ersten Hamiltonschen Gleichung und setzen anschlieBend die
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zweite ein. Dies fiihrt uns auf die Lorentz Kraft.
m¥i=pi—qY_ r0A — qOiA;
J

= CIZ ri0iA; — qO;d — qz Fi0jA; — GOLA,
J J

=q|-8¢— A+ i (8iA — GA)
N—————’ -

E: J

=q|E+ > €jhiBi
Ik

A.3 Hamiltonfunktion und Hamiltonsche Gleichungen

Der kanonische Impuls ist als

p, &f 0L
"ok
definiert. Beachte, dass der kanonische Impuls nicht generell iiber = mV mit der Geschwindigkeit
verkniipft ist.

Der relativistische Impuls ist als

definiert.
Mit der relativistischen Lagrangefunktion

dxy dx+ dxt
L=—moc\[ g ar —9Tgr

erhalten wir
1
dx, dx*\ 2
H — —mnc Rl ub — gA*
P 0 (dt dt) d
—mgC
pl = O geod
-2
N —mOV -
p= = — gA
1-5

So erhalten wir den kanonischen Impuls eines Teilchens im elektromagnetische Feld als

p=mr+qgA (A.4)
Beachte den Unterschied zwischen kanonischem und kinetischem Impuls

e kanonischer Impuls p; = g—ﬂ =mr+ q/T,-

= =
ri

e kinetischer Impuls m%: pi — qA;
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Die Energie, bzw. die Hamiltonfunktion ist als

(P, F) = pr— L(F, 7)

definiert. Dabei miissen wir die Definitionsgleichung fiir den kanonischen Impuls nach den Geschwindigkeiten

aufgelost und F(pF) = L (5 — gA) eingesetzt.

m
Entsprechend erhalten wir

!

. . . . .2 L1 a2
H(p,F)=pr— L(F,F) =[mF+ qA]F — =mF +q¢(?)—qFA:§mF + qo

N~

1 -
—(F— gAY + qo
5 (P—aA)’+q

Wichtig: Das Vektorpotential geht sowohl linear als auch quadratisch ein. Eine Eichtransformation
andert beide Teile. Eine Storungsentwicklung in A ist nicht eindeutig.

Hamilton'sche Gleichungen:

. OH q
Pi= %, = +— ZVIAJ’(PJ —qAj) —qV;®
J
q o 2
=+ ;V/AJPJ = V(A —qVi®
oH 1
= T —(pi = aqA)

Die Hamiltonfunktion wird haufig wie folgt in seine Teile zerlegt:

1 s
= (p—qA)? +qd
M=o (F~qA) +a

A2 2

=P 9541 TR g0
2m_ m m
N——"
Hpara Hd/a

dabei heifst Hpar2 der paramagnetische Anteil und H 4, der diamagnetische Anteil der Hamilton-
funktion. Es ist allerdings zu beachten, dass die Aufteilung aufgrund der Eichinvarianz nicht eindeutig
ist.

Um die Bedeutung der beiden Anteile herauszustellen, betrachten wir ein Elektron in einem Atom
und einem homogenes Magnetfeld B

4'— g r
A 5 X I’)
q _» q ., = s q =, R q ==
Hpara i = *72 (B X I’) = *72 B(I’ X p) = *72 BL
q2 ™ q2 —, —
Hd/a =4+—A = +7[le_’a2 — (Br)2]

e Der Bahndrehimpuls stellt sich parallel zum Magnetfeld ein.

e \Wenn das Elektron einen festen Bahndrehimpuls hat, dann ist der Energieunterschied zwischen
paralleler und antiparalleler Ausrichtung AE = Z|B||L|. Dieser sogenannte Zeemann effekt
erlaubt die experimentelle Bestimmung des Bahndrehimpulses.

e der paramagnetische Term stabilisiert Teilchen in einem Magnetfeld.

e der diamagnetische Term erhoht die Energie, wenn sich das Teilchen von der Achse durch den
Kern parallel zum Magnetfeld entfernt (Achtung Eichinvarianz)

e der diamagnetische Term ist drehimpulsunabhangig und verdrangt Elektronen aus dem Mag-
netfeld.
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A.4 Noethertheorem fiir klassische Felder

Man betrachte eine Transformation, die von einem Parameter € abhangt

ox!
X (%, €) = xi + e+ O(e2) =: x; + ui(R) + O(e?)

Be
(%, €) = O(X) + 62(”

4+ O(€2) =: D(X) + 6D(X) + O(€?)

Dabei kombinieren wir Orts und Zeitkoordinaten in einen vierdimensionalen Vektor mit komponen-
ten xy = t, X1 =X, X =y, x3 = z. Dieser ist nicht mit dem kovarianten Vektor aus der
Relativitatstheorie zu verwechseln.

Als Beispiel fiir eine solche Transformation betrachten wir die Verschiebung in Richtung a.

x/(X,€) = x; + aje
(X, €) = D(X — Fe) = D(x) — 3V +0(e)?
dP(x)

Editor: Hier eine Figur

Um das Noethertheorem abzuleiten, verlangen wir, dass die Wirkung unter der Symmetrietrans-
formation invariant bleiben muss. Dies muss fiir alle Felder, also nicht nur fiir die physikalischen,
gelten. Wir fordern also

6S= [ d"xL(d', V', X) - / d"xL(®, VP, %) =0
(o} Q
Beachte dabei, dass sich auch die Randbedingungen unter der Symmetrietransformation andern.

Deshalb wird das eine Integral tiber das transformierte Volumen Q' und das andere iiber das untrans-
formierte Volumen 2 ausgefiihrt.

Wir teilen die Anderung in zwei Teile: der eine beriicksichtigt die Anderung des Feldes ® und der
andere die Anderung des Volumens Q

55:/ dVxL(d', V' X) — /d“’xc(cbﬁcb,z)

+/ d'ch(cb,%,z)—/ dVxL(D T, %)
Q/

:/dNX

+ ¢ dAGL(P, VO, X)+0(?)
o2

5¢+Z a w ¢+O(e2)]

=/, dVx V(aiL)

Hierbei haben wir im ersten Term eine Taylorentwicklung durchgefiihrt und im zweiten Teil die An-
derung des Volumens durch ein Oberfachenintegral tiber die Oberflache 02 des Volumens Q2 ausge-
driickt. Letzteres kann mit Hilfe des Gauls Theorems wieder in ein Volumenintegral umgewandelt
werden. Da der Unterschied von €2 und €2 fiir ¢ — 0 proportional zu € verschwindet, kdnnen wir den
Integranden auf die Werte auf dem Rand von Q beschranken, da wir nicht an quadratischen Termen
in € interessiert sind.
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oL oL B
= N . - . — 2
65—/Qld X a$6¢+zi:avi¢6v,¢+v(u£) +O(e?)
oL oL oL _
= N e §7. = _ ) 0L . 5
_/Qd * a¢5¢+z '(8V,¢6¢) Z/ 0PV, (av,«r)’LV(“ﬁ) +0(2)

+ + O(€?)

oL .

oL oL
o Z Vi (av,¢>

s
50

= / dVx 5
QI

Wenn die Transformation eine Symmetrietransformation ist, dann gilt §S = 0 fiir alle Felder. Speziell
gilt diese Bedingung auch fiir die physikalischen Felder. Fiir letztere verschwindet der erste Term und

nur die Divergenz bleibt iibrig.
Fiir die physikalischen Felder gilt also

oL od' 0Bx
_ N . k
O_/Qd 2 Vilgve e T e £
i S~~~ ~—~
=6d/e Uk /€

Wir erhalten also
N . oL o9’  0ox

Die Gleichung VJ'=0 hat gerade die Form eines differentiellen Ehaltungssatzes
OrJr + (0xJx +8,J, +8,J,) =0

Der Term Q = [ d®rJi(F, t) wird hiufig als verallgemeinerte Ladung bezeichnet und (Jx, Jy, J;) als
verallgemeinerte Stromdichte.

Unser Ausdruck fiir die Stromdichte hat noch keine geeignete Form. Wir wiirden gerne die
Formanderungen der Wellenfunktion von den reinen Koordinatentransformationen trennen. Deshalb

fiihren wir die absolute Ableitung von ®'(X’) nach ¢ ein.

d , , . d_, . dxX 5 _0d'(x,€)  OX o 5
dECID(x,rs)—de<l>(x+ed6 +O(e%),€) = 2% + a€V<I>+O(e)

Durch Ersetzen in Gl. A.5 erhalten wir die Definition des Noetherstroms

Definition A.1 NOETHERSTROM

Ji=

oL do'(x) oL 0x;
=3ve d _Z[ Vo — L8| =2 (A.6)

GV,CD Oe

J

Energie-Impulstensor

Der erste Term in der Definition des Noetherstroms verschwindet zum Beispiel bei Drehungen und
Verschiebungen, weil sich die Form des Feldes nicht andert. Wir kdnnen uns daher auf den zweiten

Term beschranken.
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A.5 Coulombeichung

Definition A.2 COULOMB EICHUNG

In der Coulombeichung vereinfacht sich die erste Gleichung zur Poissongleichung

V2o - éafcb} +0,[VA+ é@tcb] - —%p

1
= Vb =—-"p
€
flir die wir als Losung
;,
d(7, t) —/d3 ! (A.8)
47re|r —r |

Es scheint als ob das Potential nur von der momentanen Ladungsdichte abhingt. Eine Anderung der
Ladungsdichte scheint sich unmittelbar im ganzen Universum bemerkbar zu machen. Dies wieder-
spricht einer Aussage der Relativitatstheorie, dass Signale sich maximal mit Lichtgeschwindigkeit
ausbreiten diirfen. Es ist allerdings zu beachten, dass das elektrische Feld wegen E=-Vd-—5A
nicht alleine aus dem Potential bestimmt werden kann. Die beiden Anteile kompensieren sich derart,
dass die elektrischen Felder retardiert reagieren, wie es die Relativitatstheorie fordert.

Die zweite Gleichung ergibt

= [ﬁ?ﬁ - éafA] V[VA+ 00| = -

. R
= VA — gafA —uj + 7V6t¢

Gl_As i+ vat/d:%l p(r', 1)
4e|r — r’|
pr+VJ v/d?, /[Vj(l” t)]
I=xd
Damit erhalten wir!
oo 1 - t
VPA— S82A= —u |7 1) - v/d3 VI 1) (A.9)
c 4|7 — |

Jt

Die Gleichungen fiir das elektrostatische Potetial und das Vektorpotential sind mit Hilfe der Coulombe-
ichung entkoppelt worden. j; wird die transversale Stromdichte genannt.

Es ist wichtig zu beachten dass diese Losung auch die Coulombeichung VA erfiillen muss! Dies
ist auler in Spezialfallen nichttrivial! Es ist zu beachten, dass die Coulombeichung eine Einfachheit
vorspiegelt, und die Komplexitat erst beim genauen Hinsehen offenbart.

Editor: Das folgende ist noch nicht fertig

1Beachte dass wir hier die Ladungserhaltung verwendet haben, obwohl wir sie nocht nicht hergeleitet haben. Wir
werden dies spater mit Hilfe des Noethertheorems tun ohne auf die hier hergeleiteten Formen zuriickzugreifen.
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Wir suchen also eine Funktion AA, sodass A+A’ sowohl die Beweguyngsgleichung in der Coulombe-
ichung als auch dei Eichbedingung selber erfiillt. Dies bedeutet, dass
1

W472£ﬁ 0

(o)

VA = —VA

Die Coulombeichung eignet sich in zwei Fallen, namlich dem stationaren Fall und den freien
Feldern.

A.5.1 Stationdrer Fall

Von Interesse ist die Coulombeichung besonders im stationaren Fall, weil dann die elektrischen und
magnetischen Felder entkoppeln. Wir erhalten dann

=2
¢ =—=
\Y% €p
VA = —paj
VA=0

Dieses Gleichungssystem kann wie folgt gelost werden

O(F) = /d3’ 4Gl
4e|lr —r |

A’(F):/d")r/ J(j)

47Te|r—r7|

Diese Losung erfiillt die Coulombeichung automatisch, wenn die Strom- und Ladungdichten stationar
und im endlichen Raum lokalisiert sind.

- . e
VA(F) — V/d3r’ J(_‘) _
Ame|r — r'|
- oo 1
= dsl’/' r v7_,
/ ) 4e|F — r'|
- o o 1
= — | BNV ——M
/ s 4e|F — 1|
rt. In rat. un au 1 NN . ?rT
part. Integrat dGaf&+/d3r/ - _.V/j(l")*/dA/ J(ﬂ)_}
Ame|r — r'| Ame|r — |
Ladungs;rha/tung —/d3l’/ il: Otp(r’)—/d / j(f;) _
4me|F — 1| 4re|F — r'|

Der erste Term verschwindet, da Stationaritat gefordert wurde. Der zweite Term verschwindet, wenn
die Stromdichte im Unendlichen, also auf der Oberflache des Integrationsvolumens, verschwindet.

A.5.2 Freie Felder

Bei den freien Feldern hat die Coulombeichung den Vorteil, dass das elektrische Potential gar nicht
auftritt. Es sind also nur zwei Gleichungen zu 16sen, namlich
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Die allgemeine Losung des Problems ist

A.6 Lorentzeichung
Unabhingige Felder mit der Lorentz-eichung VA + %atcb =0.
- 1 1
20— 020 = ——
\% C2 t EOp
N -
V2A - §6§A = —Lg)
Bestimme Eichfunktion durch

1 L1
VA — 02N = —(VA + gatCD)
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Appendix A

Einheiten

A.1 Rechnen mit Einheiten

Einheiten konnen am einfachsten in der folgenden Weise behandelt werden:

Man kann sich vorstellen, dass es nur eine Einheit gibt. Da es nur eine Einheit gibt, benotigt man
dafiir kein Symbol. GroBen konnen iiber Umrechnungsfaktoren in diese abstrakte Einheit umgerechnet
werden. In diesem Fall ware dem Symbol m (Meter) eine Zahl zugeordnet. Dem Symbol s (Sekunde)
ware eine andere Zahl zugeordnet. Der Quotient % wdre demnach ein Umrechnungsfaktor der Zeit-
einheit in die Langeneinheit. Dies scheint sinnlos, weil Zeit und Lange zwei unterschiedliche GroRen
sind. In Wirklichkeit sind Zeit und Lange gar nicht voneinander zu trennen, weil sie in der Relativitat-
stheorie einfach als unterschiedliche Richungen eines vierdimensionalen Raumes behandelt werden.
Dort wo die Trennung tatsachlich keinen Sinn macht konnten wir die zumindest formal eine solche
Beziehung angeben.

Um einen Meter in eine andere Langeneinheit wie eine Zentimeter umzurechnen bendtigen wir

eine weitere GroBe, namlich den Umrechnungsfaktor 2% = 100. 1m = 1 -cm = 100cm. Die

Umrechnung kann auch den Ursprung verandern. Zum Beispiel ist xC = x — 273.15K

A.2 Sl einheiten

Einheiten spielen noch die Rolle, dass sie die Art der Grole beschreiben. Sie sagen uns zum Beispiel,
dass es sich bei der GroBe 1m um eine Lange handelt. Im international anerkannten Sl system hat
man sich auf 7 Grundeinheiten geeinigt, auch wenn sie zum Beispiel in den USA noch nicht umgesetzt
sind, und dariiber hinaus viele Fachgebiete noch andere Einheitensysteme verwenden.

e Linge: Meter (m)

e Zeit: Sekunde (s)

e Strom: Ampere (A)

e Masse: Kilogramm (kg)
e Temperatur: Kelvin (K)
e Lichtstarke: Candela (Cd)
e Substanzmenge: Mol

Dariiber hinaus gibt es zusammengesetzte Einheiten wie die Energieeinheit Joule: 1J = lkgs':;.

Fiir eine Einheit lassen sich GroBen miteinander vergleichen. Zum Beispiel konnen wir sagen, dass
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5J mehr sind als 1J. Wir sollten aber nicht sagen dass 5m mehr sind als 1J, da es sich um ganz
unterschiedliche Dinge handelt.

Im SI System sind die Einheiten weitgehend willkiirlich festgelegt. Andere Einheiten ziehen fun-
damentale, messbare GroBen zu Rate, um die Einheiten in Beziehnug zu setzen. Zum Beispiel gibt
es die Hartree atomaren Einheiten, bei denen die Einheiten durch e = m. = h = 4meq =: 1a.u. fest-
gelegt sind. Im Grunde muss man fiir jede neu Art einer Grole einen Umrechnungsfaktor festlegen,
sodass wir jede GroBe mit jeder anderen vergleichen konnen. Da die Umrechnungsfaktoren beliebig
gewahlt werden konnen sollte man Groen mit unterschiedlichen Einheiten dennoch nicht miteinander
vergleichen.

Faktoren

Faktor | Name | Prefix || Faktor | Name | Prefix
1024 yotta Y 1071 deci d
1021 zetta z 1072 centi c
1018 exa E 1073 milli m
10%® peta P 107 micro w
1012 tera T 107° nano n
10° giga G 10712 pico p
10° mega M 10715 | femto f
103 kilo k 10718 | atto a
102 hecto h 10721 | zepto z
10t deka da 1072* | yocto y

A.3 Einheiten mechanischer GrolRen

Energie [E] | kg m?/s?
Impuls [P] kg m/s
Drehimpuls (L[] | kg m?/s
Wirkung [E] | kg m?/s

Lagrange Funktion | [£] | kg m?/s?
Lagrange Dichte [£] | kg/(ms?)
Kraft [F] | kg m/s?
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A.4 Einheiten elektromagnetischer GroRen

Induktionskonst. o] | (kg m)/(A2%s?)
Dielektrizitatskonst. | [eo] | (A% s*)/(kg m3)
Ladung [q] As
Strom [ A
Ladungsdichte (o] As/ m3
Stromdichte [ A/ m?
Elektr. Feld [E (kg m)/(A s?)
Magnet. Feld [B] kg/(A s?)
Elektr. Potential [®] | (kg m?)/(As®)
Vektorpotential [A] (kg m)/(A s?)
Dielektr. Errequng | [D] As /m?
Magnet. Erregung [H] A/m
Polarisation [P] As/m?
Magnetisierung [M] A/m

A.5 Fundamentale Konstanten

Bei den Werten kdnnten sich Tippfehler eingschlichen haben. Deshalb ist es besser mit der Quelle[11]
oder anderen Referenzdaten[? ]u vergleichen.

Pi T = 3.141 592 653 59

Euler Zahl e = 2.71828182846

Induktionskonst. des Vakuums po = 4m-1077 (kg m)/(A?s?)
Lichtgeschwindigkeit c = 299792459108 m/s
Dielektrizitatskonst. d. Vakuums | ¢¢ = 8.854 187 816... (A% s*)/(kg m3)
Elementarladung e = 1.60217733(49)-107% As

g-Faktor des Elektrons gde = 2.001319 304 386 (20)

Elektronenmasse me = 9.1093897(54)-1073" kg

Bohr Magneton ug = 9.2740154(31)-1072% JT!
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Appendix B

Vektorrechnung

Definition B.1 SKALARPRODUKT
b= ab (B.1)
iJj

Diese Gleichung gilt nur wenn der metrische Tensor gleich der Einheitsmatrix ist, also in kartesischen

Koordinaten.

Definition B.2 KREUZPRODUKT

ayb, —ayb,
Fx b= | a,b, — ayb, (B.2)
axby, — a, by
(&% b)i =Y €ijxajb (B.3)
Jik

Dabei ist €; j« der vollstandig antisymmetrische Tensor definiert als €123 = €231 = €31 = 1 und
€321 = €213 = €132 = —1. Alle anderen Elemente sind gleich null.

Die Richtung des Kreuzprodukts ist durch die rechte Hand Regel gegeben. Man spreizt den Daumen
in Richtung von &, den Zeigefinger in Richtung b, dann zeigt der Mittelfinger, senkrecht abgespreizt
in Richtung ¢ = & x b. Man nimmt dabei an dass Daumen und Zeigefinger nicht weiter als 180 Grad

gedehnt werden kann. Notfalls muss man die Hand umdrehen.

Definition B.3 DYADISCHES PRODUKT

axbx axb, axb,
Fob=| ab.asb, a,b,
aybx ayb, a b,

(5@ B),‘J = a,-bj
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Definition B.4 DIVERGENZ

(B.5)

Editor: Dies muss iiberpriift werden! Wenn das Vektorfeld 3(7) das Geschwindigkeitsfeld einer
Flissigkeit ist, dann wurde sich ein Farbfleck in der Fliissigkeit proportional zur Divergenz vergréRern

oder verkleinern.
Definition B.5 ROTATION

(B.6)

Die Rotation kann auch als Wirbeldichte bezeichnet werden.
Editor: Dies muss iiberpriift werden!\Wenn das Vektorfeld a(7) das Geschwindigkeitsfeld einer
Flussigkeit ist, dann wurde sich ein Korper, der dieses Kraftfeld erfahrt, drehen. Die Winkelgeschwindigkeit

entsprache gerade der Rotation.



Appendix C

Niitzliche Formeln fiir Vektoren

Dieser Teil wurde aus Jackson: Classical Electrodynamics abgeschrieben.

V(3b) = (3V)b+ (bV)a+ ax (V x b) + b x (V x &) (C.1)
V(V3) = (VV)a+ W(Va) (C.2)
xb=-bxa (C.3)

3(bx &) =b(¢x d) =& xb) (C.4)
V(3% b) = b(V x &) — a(V x b) (C.5)

V x (V¥) =0 (C.6)
V(Vxa)=0 (C.7)
3% (b x &) = b(ac) — &(ab) (C.8)
V x (b x &) = b(VE) + (EV)b — &(Vb) — (bV)& (C.9)
V x (V x €) = V(V©E) — V3¢ (C.10)
(3% b)(¢ x d) = (a¢)(bd) — (ad)(bc) (C.11)

Das doppelte Kreuzprodukt Gl. C.8 merkt man sich am besten als “Back-Zap” (bac-cab), was
fiir @ x (b x &) = b(a¢) — &(ab) steht.

Die Back-Zap Gleichungen mit einem Gradienten kann man sich sich aus der Back-Zap-Gleichung
herleiten indem man mit einem oder mehreren Pfeilen anzeigt auf welche Vektoren der Gradient wirkt,
und die Back-Zap Terme in einem weiteren Schritt so umordnet, dass die Terme durch Reihenfolge
und Klammern auch ohne Pfeile eindeutig wird.
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Appendix D

Differentialgeometrie

D.1 Linienintegrale

Betrachte die Bahn eines Teilchens im 3-dimensionalen Raum. Wir stellen sie dar als Vektorfunktion
F(t). Eine solche Funktion bildet einen eindimensionalen Raum, die t-Achse, in den 3-dimensionalen
Raum ab. Wir konnen die Bahn auch ohne die Zeitinformation betrachten, sozusagen als Kon-
densstreifen des Teilchens. Die Bahn ist dann die Menge aller Punkte im 3-dimensionalen Raum, die
erzeugt wird, wenn man alle Punkte der t-Achse mittels 7(t) in den 3-dimensionalen Raum abbildet.

Typische Probleme sind die nach der Weglange oder die nach der Arbeit, die durch ein Kraftfeld
/—:(F) im 3D Raum an dem Teilchen verrichtet wurde. Im Fall der Weglange liegt ein ungerichtetes
Linienintegral vor, im Fall der Arbeit liegt ein gerichtetes Linienintegral vor.

Eine Linie ist eine Abbildung eines eindimensionalen Raums auf einen mehrdimensionalen Raum.
Sie wird dargestellt durch eine Funktion 7(s).

Yi s+ds
s Si

oY

A |

Abb. D.1: Bahnkurve. Die Bahnkurve 7(s) ist die Abbildung eines eindimensionalen Intervalls [s;, s¢]
auf den mehrdimensionalen Raum. Ein infinitesimales Bahnelement d7 ist der Vektor (s + ds) —

r(s) = %(Ss)ds fur ds — 0. Beachte dass die s-Achse keine Position im x —y Diagramm hat sondern
nur aus Platzgriinden in das Achsensystem eingezeichnet wurde.

Um ein Bahnintegral zu beschreiben, zerlegen wir die Linie in lineare liniensegmente und lassen
anschlieBend die Lange der Liniensegmente gegen Null gehen.
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D.1.1 Weglinge

Wir beginnen mit der Bestimmung der Wegldnge, indem wir das eindimensionale Intervall [s;, s¢] in
keine Intervalle As = =% zerlegen, wobei N eine ganze Zahl ist die wir anschlieBend nach unendlich
gehen lassen. Wir ersetzen nun die Linie in Segmente. Die Lange der Segmente ist |F(sk+1) — F(sk)|.
Indem wir die Segmente aufsummieren erhalten wir eine Naherung fiir die Lange der Linie.

N—-1

L= ,Jinm; |F(skr1) — 7(Sk)]

wobei

SF— S;
Sk =S + fN (k—l)
Den Grenziibergang N — oo
N—1 . NoL
_ . — o aéor s
L= ngnwk; (k1) — 7(si)| NWD As+0(As)’|

I
==
'E
M

&

/\\
v

*M
S
£

N

Damit haben wir die Wegldnge auf ein regulares eindimensionales Integral iiber das Interval [s;, s¢]
abgebildet.

Wichtig ist dass das integral unabhangig von der Wahl des eindimensionalen Parameters s ist.
Betrachten wir zum Beispiel eine andere Parameterisierung indem wir s auf t(s) umtransformieren:

dtdz&” (&)

ds(t)
dt

ds

t dr\?
/ ‘“V(m)

Im Vorletzten Schritt haben wir die Kettenregel Z—f = Z; Zi angewandt. Wir erhalten also denselben

ausdruck unabhangig davon, wie wir die Linie parameterisieren. Deshalb wahlt man eine Schreibweise,
die unabhangig von der Parameterisierung ist.

_ /ff g [ 4@
tl
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WEGLANGE

def C/I’
L= /dr / ds

Dabei steht der index 7 fiir die Menge aller Punkte {7(s)}, die durch Abbildung des eindimensionalen
Intervalls [s;, s¢] auf den mehrdimensionalen Raum hervorgehen.

D.1.2 Ungerichtete Linienintegrale

Analog konnen wir das Linienintegalintegral einer Funktion f(7) bestimmen, indem wir jedes Lin-
iensegment mit dem Wert der Funktion f gewichten.

UNGERICHTETES LINIENINTEGRAL

/dr f(“)dﬁf/:f ds 1/ (fo(r“(s))

Dabei steht der index 7 fiir die Menge aller Punkte {F(s)}, die durch Abbildung des eindimensionalen
Intervalls [s;, s¢] auf den mehrdimensionalen Raum hervorgehen.

D.1.3 Gerichtete Linienintegrale

Betrachten wir nun ein gerichtetes Linienintegral. Ein Beispiel fiir ein Linienintegral ist die Arbeit
AW, die als Kraft mal Weg definiert werden kann. Wir haben also eine Vektorfunktion F(7) und eine
Linie, welche den Weg eines Teilchens beschreibt. Im Gegensatz zum ungerichteten Linienintegral
hangt die Arbeit davon ab, ob die Bahn vorwarts oder riickwarts durchlaufen wird. Dariiber hinaus
geht hier das Liniensegment mit seiner Richtung ein.

Wir stellen das Linienintegral wieder durch seine segmentierte Form dar.!

AW = I|m Z (F(sk+1) — T(sk)) F(r(sk))

N-1

— lim Z;J <Z§As+O(As)2> F(F(sk))

of ar -
ds — F(F(s))
< ds
I N——
dr

Betrachten wir s als Zeitvariable, dann kann man die Arbeit als das Integral tber die Zeit von “Kraft

mal Geschwindigkeit” auffassen.

Wie beim ungerichteten Linienintegral ist auch das gerichtete Linienintegral unabhangig von der
Parameterisierung des Wegs. Das bedeutet, dass das Linienintegral unabhangig von der Geschwindigkeit
ist, mit der die Bahn durchlaufen wird. Man testet das indem man die Zeit umtransformiert t' = t'(t),

1Beachte, dass der folgende Ausdruck kein wirklicher Beweis ist, da ich nicht zeige, dass wir das Linienintegral iiber
das Liniensegment durch den Wert der Kraft am einen Ende und dem Wegelement ausdriicken kann.
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sodass
dt'(t) 1
/_ _ !
dt' = T dt = dt=dt —dt(;(tt)
. dr dr dt'(t) e dt'(t)
O =g =g ar "0

Damit erhalten wir

dt'(t)
dt

t 1 oo _
AW:/ dt’ T F(F(t"))V'(t)
2 dt

_ /t2 de F(FE) 7 (¢)

ty

Wenn das Integral unabhangig von eineer Transformation der Zeitskala ist, dann kdnnen wir von
der Zeitinformation abstrahieren indem wir das Zeitintegral durch ein Linienintegral ersetzen. Eine
Kurzschreibweise flir das Linienintegral ist durch die folgende Definition gegeben.

Definition D.1 GERICHTETES LINIENINTEGRAL

—

Lz [P =\ T
/dr F(r) = / dt F(r(t))a

ty

D.2 Flachenintegrale

Analog zu den Linien lassen sich Flachen darstellen. In diesem Fall wahlen wir eine Abbildung r(u, v),
welche einen Bereich des zweidimensionalen Raums auf die Oberflache abbildet.

% Th—
5000000':
Setetetateted
sletotelotetet
s el
el

| R

Abb. D.2: Flache. Eine Flache wird als Abbildung r(u, v) aus einem einem zweidimensionalen Bereich
in den dreidimensionalen Raum dargestellt. Die vektoren, welche ein Flachenelement aufspannen
sind df, = &du und d¥, = Zdv. Das Flichensegment hat die Fliche dA = |dA| mit dA =
dr, x dr,. Der Vektor dA steht senkrecht auf der Oberfliche und kann daher durch den normierten
Normalenvektor i als dA = AdA ausgedriickt werden.
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D.2.1 Flache

Um die Flache zu bestimmen, zerlegen wir die Oberflache in ebene Flachensegmente. Dazu diskretisieren
wir den zweidimensionalen (u, v)-Raum in diskrete Bereiche. Der Einfachheit halber nehmen wir an,
dass der (u, v)-Bereich ein Rechteck [u;, uf] X [vi, v¢] aufspannt?. Die diskreten Gitterpunkte sind

uj = up + jAu
Vi = V0+kAV

Entsprechend erhalten wir die Punkte auf der Oberflache als
rij = ruo + iAu, vo + jAV)

Nun betrachten wir ein Flachensegment, das von vier benachbarten Punkten auf der Oberflache
aufgespannt wird. Wir vernachlassigen hierbei, dass die Seiten des entsprechenden Vierecks nicht
parallel ist, da dies im Limes insignifikant wird. Dann konnen wir die Flache AA des Segments durch
das Kreuzprodukt der beiden Vektoren Ar, und Ar,, die das Flachensegment aufspannen, ausdriicken.
Die beiden Vektoren sind

D7) € i+ B, v) — Fui, v) = %Au + O(Au?)
def or
=7

Flui, v + Av) — Flu;, vj) = —Av + O(Av?)

Arv(’*.j) 6V

Sodass das Flachensegment die Form
AA;; = |AF, x AF,| + O(Au?, Av?)
or or

ou ov

Aulv + O(Au?, Av?)

rij fij

Die Flache erhalt man Aufsummieren und anschlieBendem Grenziibergang Au — 0 und Av — 0.

A= Iim A,‘J
N—Q “—
iJ
. or or
= I\I)TOZAu;AV En 5 X Ew .

B or(u,v) or(u,v)
—/du/dv’ e X oy

D.2.2 Ungerichtetes Flacheintegral

Ein ungerichtetes Flachenintegral erhalt man, indem man jedes Flachensegment mit einer Funktion
F(F) wichtet.

UNGERICHTETES FLACHENINTEGRAL

/dAF(F)déf/du/dv’aF(;& D OV 7, v))

2Das Symbol x bezeichnet hier nicht das Kreuzprodukt, sondern beschreibt, dass das Recheck aus zwei eindimen-
sionalen Intervallen aufgespannt wird.
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D.2.3 Gerichtetes Flacheintegral

GERICHTETES FLACHENINTEGRAL

/dﬁ ﬁ(f)d:ef/du/dv (6F(a“u' V) o af(a"v' V)) F(7F(u, v))

D.2.4 GaulRR Theorem

Das Gaull theorem sagt, dass das Integral der Divergenz eines Vektorfeldes liber ein Volumen gleich
dem Oberflachenintegral des Vektorfeldes ist. Damit wird der die Divergenz als Quelldichte des
Vektorfeldes identifiziert.

/d%ﬁf(f) = fdﬁf“(r) (D.1)
Betrachtet man das Vektorfeld als Fluss einer Fliissigkeit, dann beschreibt die Divergenz zum
Beispiel wie stark sich das Volumen eines Farbkleckses in der Fliissigkeit (ohne Diffusion) ausbreitet.
Beachte, dass die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes in Wasser naherungsweise verschwindet. Ein
idealer Farbklecks kann sich daher nur in seiner Form verdandern aber sein gesamtvolumen nicht
verandern. Es muss also an den Punkten, bei der die Divergenz ungleich null ist, Wasser hinzugefiigt
oder abgeleitet werden.
Eindimensionaler Spezialfall

Betrachte

b df(x)
/a ax ) = ()~ £(a)

Schreibe mit Hilfe der Heavisidefunktion 6y, 5j(x) = 8(x — a)8(b — x)
Ubung: Beschranktes Integral

[ art0n005 = [ ax[ 5 (Bnr () = £ 5 010()
S / dxf(x) (5(x —2)8(b—x) +6(x — a)é(x))

S / dx(f(x)é(x —a) — F()8(x — b))
— —f(a) + f(b)

Gauld’scher Satz

Betrachte: Volumenintegral der Divergenz VF(r) =3, j—ff eines Gradienten
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Flachenelement: di ist ein Vektor der in der Oberflache liegt und als Projektion auf die xy-Ebene dx
(eigentlich dx) ergibt. dV ist genauso durch die Projektion und dy definiert.

o dzy

di = (dx, 0, I )
o dz,

dv = (0, dy, dy )
- d

dA = di x dv = (—dyZZr, —ax2Z  dxdy)

dx d
= dA, = dxdy

dA hat die Richtung der Oberflichennormalen und die GroRe eines Flichenelementes. dA zeigt immer
aus dem Volumen heraus.

Vervollstandigen:
Die Oberflache von Q werde 092 genannt

/d%dg(r) :7{ dAzg(X,y,Z)Zj{ dA:f(x.y,2)
o dZ 90 o0

Verallgemeinern und Zusammenfassen auf drei Komponenten: Gaul’scher Integralsatz

/d%ﬁf(r):/ dAf(x,y, 2)
Q o0

Andere Herleitung des Gaul¥’schen Integralsatzes (Eselsbriicke)
/d%ﬁf“(f) - /d3reg(f)ﬁf*(7) - —/d3rF(rWeQ(F) :/d3rf(F)ﬁéaQ(F)
Q

= f;m dAF(F)

Wir haben verwendet
e Oq die Oberflache des Volumens €2

e die Flachennormale f(r) = lve(d) Definiert durch den Limes der Stufenfunktionfunktion.

e Die §-Funktion der Oberflache. dan(x) = |VO(r)|. Definiert durch
VQQ(F) = ” r)dan

/drf(r)éaQ /dAf(r)

Varianten des Gaul3’schen Integralsatzes

e Eindimensional
b df(x)
/a dxidx = f(b) — f(a)

e Integral eines Gradienten

/Qd3rﬁf(r“) = - 729 dAf (F)
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D.3 Stokesscher Satz

SATZ VON STOKES

Das Fachenintegral der Rotation V x f eines Vektorfeldes ist gleich dem geschlossenen Integral des
Vektorfeldes iiber den Rand OA der Flache A.

/dﬁ(ﬁ x f(F) :f d7 f(7) (D.2)
A 0A

Betrachten wir das Vektorfeld wieder als Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit, dann ist die
Winkelgeschwindigkeit, mit der sich ein Ball der mit der Flissigkeit mitschwimmt, gerade die Halfte
der Rotation des geschwindigkeits Feldes. Die Richtung der Rotation ist die Drehachse.

Eine wichtige Aussage ist, dass ein Vektorfeld, dessen Rotation verschwindet, als Gradientenfeld
einer skalaren Funktion dargestellt werden kann. Diese skalare Funktion ist gerade das Linienintegrals
des Vektorfeldes von einem Referenzpunkt zu dem Ort an dem der Wert der skalaren Funktion
bestimmt werden soll. Der Wert dieses Linienintegrals ist eindeutig und Bahnunabhangig, da in
einem Rotationsfreien Vektorfeld das Linienintegral einer geschlossenen Bahn verschwindet.

Beweis:

Betrachte ein kleines Rechteck in der x-y Ebene. Der Ursprung liege im Zentrum des Rechtecks,
das die Seitenlangen /, und /, habe.

Wire bestimmen nun das Linienintegral des Vektorfeldes f(7) auf dem Rand des Rechtecks.

- +1,/2 /X /x
Fariy = [ "y 60,0~ 5500
—h/2 N N ——

1) (3)

+h/2 / Iy
+/ dx | —f(x, £,0) + fi(x, —=,0)
—1/2 2 2

2 4
Nun entwickeln wir die Funktion um den Ursprung

I

» Iy Of, f,
sy, 0) = fyx 2 0y O

X2y Y 2
> B +vy 3, + O(l, Iy)

Dabei werden alle Werte und Ableitungen von f, auf der rechten Seite am Ursprung genommen. Fiir
das Integral sind dies also Konstanten, die ausgeklammert werden konnen.
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Tay/or +ly/2 2 2
= dy |£,(0,0, O)+ 8 fy +yo,f, + O(I, I;)
—1,/2

+1,/2 r / 7
—/ dy £,(0,0,0) — f, +y0,f, + O(k, 1,)?
—1,/2 i
Hh/x T :
—/ dx | (0,0, 0) + xOxfx a fi +O(l, 1,)?
—h/2 L i
+/></X T
+/ dx [1(0,0,0) 4+ xOxfx 6 '+ O, 1,)?
—I/2 L i
+1,/2 / +1/x /
— 2/ dy baxfy] + 1,0k, I)? —2/ dx Bayfx} + L0k, 1,)?
—1,/2 h/2
= Iy [0xf, — B, ] +hO(k, )% + L, Ok, I)?
N——————
VXF)
/2 /y/z
/ dx/ v x f) + 5O, )2 + 1,0(k, 1,)?
—1/2 l,/2

Damit haben wir gezeigt, dass der Stokessche Satz fiir ein infinitesimal kleines Rechteck erfiillt
ist. Das Resultat kann durch Koordinatendrehung auf beliebig orientierte Rechtecke verallgemeinert
werden.

Nun miissen wir zeigen, dass dieser Satz auch fiir beliebige Flachen gilt. Dazu zerlegen wir diese
Flache in viele kleine Flachenelemente. Man (berzeugt sich leicht, dass sich die Linienintegrale an
den Kanten, auf denen zwei Flachenelemente zusammenstolen, wegheben. Die Linienintegrale auf
der AuBenseite der Flache lassen sich zu einem einzelnen Linienintegral zusammenfiigen.

Zu beachten ist noch ob der Term LO(ly, )% 4+ 1,0(ly, I,)? verschwindet, wenn wir die Flichen-
integrale verschwindent klein machen. Davon kann man sich anhand eines Dimensionsarguments
liberzeugen. Betrachte eine Flache mit den Seitenlangen L. Jede Seite der Flache werde in N Teile
zerlegt, sodass N? Flichenelemente mit der Seitenlinge L /N entstehen. Wir erhalten also N2 mal
einen Fehler der Ordnung (%)3. Der Gesamtfehler verschwindet also fiir N — co.

D.4 Zerlegung eines Vektorfeldes in ein Divergenzfreies Feld
und ein Rotationsfreies Feld

Jedes beliebige Vektorfeld kann in ein Gradientenfeld, das keine Rotation besitzt, und ein divergen-
zfreies Feld zerlegt werden.

Editor: Mehr hier!

D.5 Helmholtz Theorem

Editor: In bearbeitung: Das ist noch nicht wasserdicht!
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HELMHOLTZ THEOREM

Das Helmholtz Theorem (Haup}satzﬁder Vektoranalysis) sagt, dass man jedes Vektorfeld F(7) in
eine wirbelfreies Feld G(7), d.h. V x G =0, und ein quellenfreies Feld H(r), d.h. VH =0, zerlegen
kann, wenn sein Betrag |F(F)| im Unendlichen wie % oder schneller verschwindet

1 - -

I

IF(A) "= o

—

mit VxG=0 und \Y%

I

=0 (D.3)

Dabei kann das rotationsfreie Feld Gials Gradient G = VU eines skalaren Potentials U(F) und H als
Rotation V x A eines VektPrfeIdes A dargestellt werden
Die Funktionen U(7) und A(F) erfiillen die Poissiongleichungen

VU =VF
V2A=-VxF

[Siehe: http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/inhalt/erlaeuterung/erlaeuterungd4l/|

Beweis:

1. Wir beginnen damit, das wirbelfreie Vektorfeld G zu konstruieren. Bestimme zunachst u(r)
aus

V2U =VF
Das Potential U(F) ist bis auf eine Losung Unom(F) der homogenen Gleichung, der Laplacegle-
ichung V2Upom = 0 , festgelegt.
2. Nun bestimme
G(HEVU

G(F) ist wegen V x G :? X ﬁU_': 0 wirbelfrei.® Das Vektorfeld _C?(F) ist bis auf ein divergenz-
und rotationsfreies Feld Gpom = VUpom eindeutig, weil VGhom = V2Upom = 0und Vx VU = 0.

3. Wir ziehen das Feld G vom Vektorfeld F ab und zeigen, dass die Divergenz des restlichen Feldes
verschwindet.

4. Die Lésungen fiir G(7) und H(F) besitzen immer noch die Freiheit ein wirbel- und quellenfreies
Feld Gpom zu addieren.

G'=G+VUpom  H =H=YUnom

Wahlen wir Upon derart, dass U im Unendlichenqversch!vindet, dann ist Upom eindeutig bes-
timmt. Daraus folgt, dass auch die Vektorfelder G und H eindeutig sind.

3Dies folgt direkt aus der Eigenschaft des Levi-Civita Symbols

(6 X ﬁ), = Z €/ jk 616k = *Ze,'v;wakaj
Jk N~ k.j
=—¢€jkj Ok0;

. Da der Operator mit seinem Negativen identisch ist, verschwindet sie.


http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/inhalt/erlaeuterung/erlaeuterung441/

Appendix E

Diracsche Deltafunktion

E.0.1 Niutzlicher Satz fiir )-Funktionen

Beweis:

Wir wahlen eine Funktionenfolge g»(|F) so, dass jedes Mitglied g, differenzierbar ist und die Folge
im Grenzfall in ﬁ iibergeht. V2g, muss dann in die Deltafunktion mit dem richtigen Vorfaktor
libergehen. Wir erkennen anschlielend dass aus dem “Umknicken” der Funktion am Ursprung gerade
die 6-Funktion entsteht.

A >
Avey
N 91/2(r)
. vag,(r
g1/2(r) g4(r)
94(") 0 ’X>
_//‘ \k
—
0 X
Wir definieren die Folge von Funktionen
1 1 /3 1/r\2
9A(r) = 0(r = X)T + (A = )3 <22 (5) > (E.2)

0(x) ist die Heaviside Funktion, die fiir negative Werte verschwindet und fiir positive Werte den Wert
eins annimmt. Die Funktion ist auBerhalb einer Kugel mit Radius A\ gerade gleich 1/r. Innerhalb
der Kugel ist sie eine Parabel, die am Kugelrand differenzierbar in die Funktion des AuBsenbereichs
libergeht.

243
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Nun wenden wir den Laplaceoperator auf diese Funktionen an

- - dg>\ r —»dg>\ r dg>\ - I
2 _ AN ! T
o =9 |2 5 |- (95w o ()
~—
V7

dzgx(r“)2 dgr | VP F T

= @) var | 7 mm
N~—— ~N =
= R
d? dgx 2
_ 979x I £ (E.3)

~ a2 T ar A

Nun bestimmen wir die Ableitungen von gy. Dabei nutzen wir aus, dass die Ableitung der Heaviside-
Funktion gerade die d-Funktion ist.

8 w003 (-3 G)) 00k ()

B(r=2)3 8(r—2)1
1

= —8(r—N)= — (A — 1)~

> = (E.4)

Die beiden d-Funktionen l6schen sich gegenseitig aus, was man erwartet, da g, ja keine Stufen
enthalt, sondern differenzierbar ist.

d’gx Gl.E4 1 2 r 1
el —5(r7>\)ﬁ+9(r7>\)ﬁ+5(>\—r)ﬁ79(>\fr)ﬁ
——— —_———

8(r—\) % 5(r=X2) 55

B 2 1

Damit erhalten wir V2g,(|7]) als

ol.Es d°gx | dgx 2

ogn(l) £ LD 4 0 2
= 00071~ X) 7 — 60~ )5z + (007 = M — 00— MY ) 7
)

3\ 1
= —M(‘”?) 60N — |71) (E.6)

Bis auf den Faktor —4m erhalten wir eine Stufenfunktion, die innerhalb einer Kugel mit Radius X einen
konstanten Wert hat, der gerade so gewahlt ist, dass das Integral gleich eins ist. Die Funktionenfolge
konvergiert also fiir A — 0 gegen die d-Funktion.

Gl E 4T )\3

=5 1 L = 6 )
2 _ 2 £0
\Y% 7 = Jim v a(Ir) "= 47rxllmo<

) O\ —|7]) = —4mo(7)

g.e.d
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Einfache Uberlegungen

Falls der Beweis zu unanschaulich ist helfen folgende Uberlegungen:

e Das Integral von 62% uber eine Kugel, die am Ursprung zentriert ist, deren Radius R aber
beliebig ist, ist gerade —4r.

Betrachte das Integral von V2ﬁ tiber eine Kugel 2 mit Oberflache 002 und Radius R

1 =1 - 1 -1
/ d3rv2= Ggﬁf dAY = = % d|A|ar|R* — (47TR2>(—2) — 41
Q r o) r a9 r R

Das Resultat ist unabhangig von R. Es liegt also eine Funktion vor, die in eine infinitesimalen
Umgebung vom Ursprung lokaliziert ist.

1

e Bis auf den Ursprung verschwindet V2 -

Fir r £0gilt V21 =0
1 .
v2m — ZG/Q(XQ +y2 + 22)—5
1i2 2 23
=D 0= +y? +2%) 22x
=D 0= +y2 + 2
3 3 5
=Y (D) HY )+ (—><)(—§)(X2 +y2+2%)73(2x)

=D D0+ 2T 3P P 2

1

1,1
() =0

e Die Deltafunktion besitzt gerade die Eigenschaften, dass sie in einem beliebeig kleinen Bereich
um den Ursprung lokaliziert ist und ihr Integral gleich eins ist. Dies legt nahe, dass Gl. E.1
erfiillt ist. (Im Gegensatz zu dem obigen Beweis, ist dies hier kein strikter Beweis, sondern nur
eine Art Eselsbriicke.)

E.0.2 Gradient der Stufenfunktion

In vielen Fallen ist es sehr hilfreich ein Integral iber einen endlichen Bereich durch ein Integral tiber den
unendlichen Raum zu betrachten, bei dem der Integrand in einem endlichen Bereich durch eine Stufen-
funktion herausgeschnitten wird. Dies macht die Anwendung der Integralsatze einfacher. Allerdings
bendtigen wir dann die Gradienten der Stufenfunktion. Dieser soll hier abgeleitet werden.

Zunachst definieren wir die Stufenfunktion 6q(F) so, dass sie im Bereich Q den Wert 1 hat und
auflerhalb des Bereichs verschwindet. Also

1 fir reQ
9 r p—
a(f) { 0 sonst

Wir bestimmen nun den Gradienten von 6q(7). Da die Stufenfunktion nicht differenzierbar ist,
erwarten wir bereits als Gradienten einer Stufenfunktion eine Distribution. Deshalb wenden wir die fiir
Distributionen Ubliche Technik an und untersuchen das Integral der Funktion mit einer beliebiegen,
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hinreichend oft differenzierbaren, Testfunktion f(F). Es sei Q2 ein beliebiges Volumen und 09 sein
Rand.

/d3r F(P)T0(7) = 7/d3r0( V() 2 7/69 dA F(7)
= _/39 dﬁ/cﬁr’ §(F—rf(r)

:/d3r’ F(r') { /aQ dA (- F/)}

GRADIENT EINER STUFENFUNKTION

Voo(F)=— [ dA §(F—r) (E7)
o0

Der Gradient der Stufenfunktion ist also am Rand des Bereichs Q lokalisiert. Dort tragt es mit
einer d-Funktion bei, und der Vektor ist in den Bereich hinein gerichtet, da die Funktion ja in diese
Richtung ansteigt.

Der Ausdruck Gl. E.7 verkapselt gerade das GauB-Theorem, was wie folgt gezeigt wird:
/d3er P = /d3r99 (V) =~ [ & (P 6a(r
d3r F(7) < dﬁ' 5(F — F/))

o

'7

f(r



Appendix F

Laplace operator in polar coordinates

On p. 68, the identity Gl. 5.29
- 1

\& |F|63F1+i(fxﬁ)2 (F.1)

|712
has been used.

We begin with the vector identity (& x b)(& x d) = (&¢)(bd) — (3d)(b€) to work out (7 x V)2,
because the differential operator cannot be interchanged with the position operator.

VFf(F) = (VP F(F) + PVF(F) # PV F(F) (F.2)
Therefore, we use the form, which preserves the order of the vectors, namely

(5>< B)(5X CT) = Z(a,-bjc,-dj — a,-bjcjd,-) (F3)

1J

Now, we insert the positions and gradients

(Fx V)(Fx V)F(F) = Z(najr/aj - fiajfj@) f(7) (F.4)

Before we continue, let me do some preparation: We start from the identity
8iyf(7) = 61, (7) + 05 (7) (F5)

Because, this identity holds independent fo the function f(7), we can use it as generic rule to
manipulate the symbols.

a,'l’j :5,',J'+I’J‘5,' (F.6)

Now, we come back to Gl. F.4. The function f(F) is no more written out, but it is considered to

be there all the time.
(7Fx )7 9) LS (rdyndy — noyo))

i

= Z _r,' (5,‘,j + r,@)éj —r;0; (‘5/',1 + 8,-/3-)}
i

— Z :5,',jr,61 + r;ri8;0; + 6; ;0 — r/@@,rj}

iJ

= Z _5,',1'1’,'8] + I’,‘I’/ajaj + 5,’Jl’,‘8j — r;0; (5_,',] + Q@)}
i

= PV -V - (V) (F7)
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Now we introduce the radial derivative Gl. 5.30

def I =
0, L
G

and the radius r = |7].

(Fx V)2 = r>V? —rd, — (rd,)?

- 1 - 1 1 =
2 _ 4 2 = 2\ _ 1 Lo 2
=V = rz((ré)r) +(roy,) + (rx v) ) = rGrr—i—rQ(rxV))

which is the desired relation Gl. F.1. ged.

(F.8)

(F.9)



Appendix G

Symbole

Dies ist nicht komplett!
vector “X"
matrix “x"
Kreuzprodukt

® X X Xl

dyadisches oder duBeres Produkt
Zeitableitung

Zeitableitung von x(t)
Gradient/Divergenz

()]
~

< x-
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250 G SYMBOLE

T, O m e Dy
Q
N N
~ ~ ~+ ~ ~ (.
~— — — — —~ ~—

—~ A~ N~

D3 T ™S o0
i
~
N—

—

)
SN
N

Vektorpotential

surface integral

elektrisches Potential

Magnetfeld

elektrisches Feld

dielektrische Verschiebung
magnetische Erregung
Dielektrizitatskonstante des Vakuums
relative Dielektrizitatskonstante
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magnetisches Moment des Elektrons
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Dipol

Strom
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magnetisches Moment
Ladungsdichte
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magnetische Suszeptibilitat
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Lagrange Funktion

Lagrange Dichte
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Griechisches Alphabet
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alpha
beta
gamma
delta
epsilon
zeta
eta
theta
iota
kappa
lambda
mu
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nu

Ksi
omicron
pi

rho
sigma
tau
upsilon
ph

ch

ph
omega
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Appendix |

Zum Author

Prof. Dr. rer.nat Peter E. Blochl studierte Physik an der Technischen Universitdt Karlsruhe. An-
schlieBend forschte er an den Max Planck Instituten fiir Metallforschung und Festkorperforschung
in Stuttgart an Weiterentwicklungen von Elektronenstrukturmethoden in Verbindung mit der LMTO
Methode sowie der theoretischen Untersuchung von Grenzflachen. Nach seiner Promotion im Jahr
1989 ging er mit einem World Trade Fellowship an das renommierte T.J. Watson Research Center,
Yorktown Heights in den USA. 1990 folgte er einem Angebot des IBM Forschungslaboratoriums in
Riischlikon, Schweiz, das gerade wegen zwei Nobelpreisen in Physik (Rastertunnelmikroskop 1986 und
Hochtemperatursupraleitung 1987) im Rampenlicht stand. Neben seiner Téatigkeit am Forschungsla-
bor nahm er im Sommersemester 1995 eine Gastprofessur an der TU Wien wahr, wo er sich 1997
habilitierte. Im Jahr 2000 verliel er das IBM Forschungslaboratorium nach 10-jahriger Tatigkeit und
folgte einem Ruf auf eine Professur fiir Theoretische Physik an der Technischen Universitat Clausthal.
Prof. Blochl ist seit 2003 Mitglied der Braunschweigischen Wissenschaftlichen Gesellschaft.

Der Forschungsschwerpunkt von Prof. Blochl liegt auf dem Gebiet der ab-initio Simulationen,
also der parameterfreien Simulation von Prozessen in Materialien und Molekiilen auf der Basis der
Quantenmechanik. Er entwickelte die Methode der Projektor augmentierten Wellen, eine der ver-
breitetsten Simulationsmethoden fiir die Elektronenstruktur. Diese Arbeit wurde bisher tiber 35,000
mal zitiert.! Es ist unter den 100 wissenschaftlichen Publikationen mit den meisten Zitaten, unter
Beriicksichtigung aller Disziplinen und Zeiten. Es ist unter den zehn haufigst-zitierten Veroffentlichun-
gen von Physical Review, die in seiner 120 Jahre alten Geschichte erschienen sind.? Neben seinen
methodischen Arbeiten decken seine Forschungsthemen ein breites Feld der Simulationen von der
Biochemie tiber die Chemie zu Festkorperphysik und den Materialwissenschaften ab. Prof Blochl hat
bei 8 Patenten mitgewirkt und etwa 100 wissenschaftliche Publikationen publiziert, unter anderem in
so renommierten Zeitschriften wie “Nature”. Seine Arbeiten wurden mehr als 48,000 mal zitiert und
er hat einen H-index von 443

1Researcher ID: B-3448-2012
2Qct. 15, 2014, Suche im Physical Review Online Archive mit dem Suchkriterium “a-z".
3Researcher |D: B-3448-2012
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Appendix J

Zur Philosophie der #SX Reihe

In the ®SX series, | tried to implement what | learned from the feedback given by the students which
attended the courses and that relied on these books as background material.

The course should be self-contained. There should not be any statements “as shown easily..." if,
this is not true. The reader should not need to rely on the author, but he should be able to convince
himself, if what is said is true. | am trying to be as complete as possible in covering all material
that is required. The basis is the mathematical knowledge. With few exceptions, the material is also
developed in a sequence so that the material covered can be understood entirely from the knowledge
covered earlier.

The derivations shall be explicit. The novice should be able to step through every single step of
the derivation with reasonable effort. An advanced reader should be able to follow every step of the
derivations even without paper and pencil.

All units are explicit. That is, formulas contain all fundamental variables, which can be inserted in
any desirable unit system. Expressions are consistent with the SI system, even though | am quoting
some final results in units, that are common in the field.

The equations that enter a specific step of a derivation are noted as hyperlinks ontop of the
equation sign. The experience is that the novice does not immediately memorize all the material
covered and that he is struggling with the math, so that he spends a lot of time finding the rationale
behind a certain step. This time is saved by being explicit about it. The danger that the student gets
dependent on these indications, is probably minor, as it requires some effort for the advanced reader
to look up the assumptions, an effort he can save by memorizing the relevant material.

Important results and equations are highlighted by including them in boxes. This should facilitate
the preparations for examinations.

Portraits of the key researchers and short biographical notes provide independent associations
to the material. A student may not memorize a certain formula directly, but a portrait. From
the portrait, he may associate the correct formula. The historical context provides furthermore an
independent structure to organize the material.

The two first books are in german (That is the intended native language) in order to not add
complications to the novice. After these first books, all material is in English. It is mandatory that the
student masters this language. Most of the scientific literature is available only in English. English
is currently the language of science, and science is absolutely dependent on international contacts.

| tried to include many graphs and figures. The student shall become used to use all his senses
in particular the visual sense.

| have slightly modified the selection of the material commonly tought in most courses. Some
topics, which | consider of mostly historical relevance | have removed. Others such as the Noether
theorem, | have added. Some, like chaos, stochastic processes, etc. | have not added yet.
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